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        W ≤ V         ⇒          W ⊥ =  { u ∈ V   |   ∀ v ∈ W       u ⋅ v = 0 }


  W


   W ⊥


   ℝ n


  W


  ۲


  ۳


  rank   BA = rank   B


  rank   AB = rank   B


  BA


  AB


  rankA =   n = m


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 + 𝐁 ) ≤ 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 + 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 𝐁 ) ≥ 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 + 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁 −   𝐧


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 𝐁 ) ≤ 𝐌 𝐢 𝐧 ( 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 , 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁 )


  𝐀 𝐁


  𝐝 𝐢 𝐦   𝐍 ( 𝐀 )     =   𝐧 −   𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀


  𝐝 𝐢 𝐦   𝐫 𝐨 𝐰   𝐀   =   𝐝 𝐢 𝐦   𝐜 𝐨 𝐥   𝐀 = 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀   ≤ 𝐌 𝐢 𝐧 ( 𝐧 , 𝐦 )


  m


   A  m × n


  n > m


  rank   A = n = m       ⇒       AA ⁻ ¹ = A ⁻ ¹ A = I


  rank   A = n = m


  rank   A = n       ⇒     ∃ C       CA = I


  rank   A = n


  rank   A = m       ⇒     ∃ B       AB = I


  rank   A = m


  ۲


  dimN = ۴- ۲ = ۲


  ۲


  dimN = ۴- ۲ = ۲


  ۲


  dimW = ۲


  ۲


   ℝ ۳  


  z = x + y


  ۲


  A :  ℝ ۲ →  ℝ ۳


  rank   A = ۳


  dim   N ( A ᵀ )     =   m   −   rank   A


  dim   N ( A ᵀ )     =   m   −   rank   A


  dim   N ( A )     =   n   −   rank   A


  dim   N ( A )     =   n   −   rank   A


  dim   row   A   =   dim   col   A = rank   A


  N ( A ᵀ ) ≤  ℝ m


  N ( A ᵀ ) ≤  ℝ m


   {    Y ∈  ℝ m   |     Y ᵀ A = 0 } =  {    Y ∈  ℝ m   |     A ᵀ Y = 0 } = N ( A ᵀ )


  A


  m − rank   A


  N ( A ᵀ )


  Y ᵀ A = 0


  A ᵀ


  C ( A ᵀ ) ≤  ℝ n


  C ( A ᵀ ) ≤  ℝ n


  C ( A ᵀ ) =  { A ᵀ  Y   |     Y ∈  ℝ m }


   ℝ n


  rank   A


  C ( A ᵀ )


  A ᵀ


  N ( A ) ≤  ℝ n


  N ( A ) =  {    X ∈  ℝ  n   |     AX = 0 }


  AX = 0


  n − rank   A


  C ( A ) ≤  ℝ m


  C ( A ) ≤  ℝ m


  C ( A ) =  { A  X   |     X ∈  ℝ  n }


   ℝ m


  rank   A


   ℝ m


   ℝ n


  𝐀 :  ℝ n →  ℝ m


  Y = AX ∈  ℝ m


  X ∈  ℝ n  


  m × n


  rank   A


  ۴


  ۲


  ۴


  ۴


     [ p ( x ) ]  𝛽


  ۴


   dim ⁡ W = ۴ − ۲ = ۲


  ۲


     [ X ]  𝛽 =  P  − ۱    [ X ] B =  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]  [    a   b   c ] =  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]  [    b − c   b   a − ۲ b + c ]


   P  − ۱ = ​ ​ ​  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]


  P = ​ ​ ​  [    ​ ۱  ​ ۱  ​ ۱   ۰  ​ ۱  ۰   ​ − ۱  ​ ۱  ۰ ] ​ ​ ​


  P


    β


  ۱


   ℝ ۳


     [ X ]    B ′ =  ۱  ۱ ۵  [    ۴  − ۱     ۷  ۲ ]  [     ۴     ۵  ] =  ۱  ۱ ۵  [      ۱ ۱      ۳۸  ]


     [ X ]    B ′ =  P  − ۱    [ X ]  B


   P  − ۱ =  ۱  ۱ ۵  [    ۴  − ۱     ۷  ۲ ]


  P =  [    ۲  ۱   − ۷  ۴ ​ ]


   α ۲ ′ =  [      ۱    ۴ ] = ۱  e ۱ + ۴  e ۲


   α ۱ ′ =  [    ۲   − ۷ ] = ۲  e ۱ − ۷  e ۲


      B ′


   B ′ =  {   α ۱ ′ =  [    ۲   − ۷ ] ,     α ۲ ′ =  [      ۱    ۴ ] }


  B =  {   e ۱ =  [     1      0 ] ,     e ۲ =  [        0    ۱ ] }


   B ′


  X =  [     ۴     ۵  ]


   ℝ ۲


   B ′ =  {   [    ۲   − ۷ ] ,     [      ۱    ۴ ] }  


      B ′


   B ′


  y = x + z    


  A ⊆ V


  x ∈ V


  U + V


  U ∩ V


  U ∩ V


  b = c


  a = b


  AB = BA


   {    Y ∈  ℝ m   |     Y ᵀ A = 0 } =  {    Y ∈  ℝ m   |     A ᵀ Y = 0 } = N ( A ᵀ )


  N ( A ᵀ ) ≤  ℝ m


  x ∈ V


  N ( A ᵀ ) ≤  ℝ m


  dim   row   A   =   dim   col   A = rank   A


  dim   N ( A )     =   n   −   rank   A


  dim   N ( A )     =   n   −   rank   A


  dim   N ( A ᵀ )     =   m   −   rank   A


  dim   N ( A ᵀ )     =   m   −   rank   A


  rank   A = ۳


  A :  ℝ ۲ →  ℝ ۳


  ۲


  z = x + y


  A ⊆ V


   ℝ ۳  


  ۲


  dimW = ۲


  ۲


  dimN = ۴- ۲ = ۲


  ۲


  dimN = ۴- ۲ = ۲


  ۲


  rank   A = m


  rank   A = m       ⇒     ∃ B       AB = I


  y = x + z    


  rank   A = n


  rank   A = n       ⇒     ∃ C       CA = I


  rank   A = n = m


  rank   A = n = m       ⇒       AA ⁻ ¹ = A ⁻ ¹ A = I


  n > m


   A  m × n


  m


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀   ≤ 𝐌 𝐢 𝐧 ( 𝐧 , 𝐦 )


  𝐝 𝐢 𝐦   𝐫 𝐨 𝐰   𝐀   =   𝐝 𝐢 𝐦   𝐜 𝐨 𝐥   𝐀 = 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀


  𝐝 𝐢 𝐦   𝐍 ( 𝐀 )     =   𝐧 −   𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀


  ۴


  U ∩ V


  rank   A


  m × n


  X ∈  ℝ n  


  Y = AX ∈  ℝ m


  𝐀 :  ℝ n →  ℝ m


   ℝ n


   ℝ m


  rank   A


   ℝ m


  C ( A ) =  { A  X   |     X ∈  ℝ  n }


  U ∩ V


  C ( A ) ≤  ℝ m


  C ( A ) ≤  ℝ m


  n − rank   A


  AX = 0


  N ( A ) =  {    X ∈  ℝ  n   |     AX = 0 }


  N ( A ) ≤  ℝ n


  A ᵀ


  C ( A ᵀ )


  rank   A


   ℝ n


  U + V


  C ( A ᵀ ) =  { A ᵀ  Y   |     Y ∈  ℝ m }


  C ( A ᵀ ) ≤  ℝ n


  C ( A ᵀ ) ≤  ℝ n


  A ᵀ


  Y ᵀ A = 0


  N ( A ᵀ )


  m − rank   A


  A


  AB = BA


   B ′


  𝐀 𝐁


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 𝐁 ) ≤ 𝐌 𝐢 𝐧 ( 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 , 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁 )


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 𝐁 ) ≥ 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 + 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁 −   𝐧


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 + 𝐁 ) ≤ 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 + 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁


  rankA =   n = m


  AB


  BA


  rank   AB = rank   B


  rank   BA = rank   B


  ۳


      B ′


  ۲


  W


   ℝ n


   W ⊥


  W


        W ≤ V         ⇒          W ⊥ =  { u ∈ V   |   ∀ v ∈ W       u ⋅ v = 0 }


   B ′ =  {   [    ۲   − ۷ ] ,     [      ۱    ۴ ] }  


   ℝ ۲


  X =  [     ۴     ۵  ]


   B ′


  B =  {   e ۱ =  [     1      0 ] ,     e ۲ =  [        0    ۱ ] }


   B ′ =  {   α ۱ ′ =  [    ۲   − ۷ ] ,     α ۲ ′ =  [      ۱    ۴ ] }


      B ′


   α ۱ ′ =  [    ۲   − ۷ ] = ۲  e ۱ − ۷  e ۲


  a = b


   α ۲ ′ =  [      ۱    ۴ ] = ۱  e ۱ + ۴  e ۲


  P =  [    ۲  ۱   − ۷  ۴ ​ ]


   P  − ۱ =  ۱  ۱ ۵  [    ۴  − ۱     ۷  ۲ ]


     [ X ]    B ′ =  P  − ۱    [ X ]  B


     [ X ]    B ′ =  ۱  ۱ ۵  [    ۴  − ۱     ۷  ۲ ]  [     ۴     ۵  ] =  ۱  ۱ ۵  [      ۱ ۱      ۳۸  ]


   ℝ ۳


  ۱


    β


  P


  P = ​ ​ ​  [    ​ ۱  ​ ۱  ​ ۱   ۰  ​ ۱  ۰   ​ − ۱  ​ ۱  ۰ ] ​ ​ ​


  b = c


   P  − ۱ = ​ ​ ​  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]


     [ X ]  𝛽 =  P  − ۱    [ X ] B =  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]  [    a   b   c ] =  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]  [    b − c   b   a − ۲ b + c ]


  ۲


   dim ⁡ W = ۴ − ۲ = ۲


  ۴


     [ p ( x ) ]  𝛽


  ۴


  ۴


  ۲

