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  فضای برداری                                         
 

 

 
 فضای برداری
اسا.)ااعضاای  و ضار  اسالا ر    هاجمع بردارسااتتاری جبری با دو عم    Fروی میدان   Vفضاای برداری  

Vنامیم(را بردار می(V  عضا  یک دارای  پذیر اسا. بساته و رار .:  اسا.با عم  جمع یک گروه آبلی

دارد نام بردار صفر ه تنثی عم  جمع اس. 
V( xبردار هر  0( V  دارای قرینهx V−   (.اس 

 :ی زیر را دارته باردهاویژگینیز باید  ضر  اسلا ر

,xبرای بردارهای د خ اه y V و اسلا رهای د خ اهc ,c ,c F1 2  : 

- F Fx x, x1 = =0 0 

- c (c x) (c c )x1 2 1 2= 

- )(c c c cx x x1 2 1 2+ = + 

- c(x y) cx cy+ = + 
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  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

nمثال:  
     روی میدان   (.مجم عه  به ط ر  لی یک فضای برداری اسn

F میدان  رویF    یک فضای
 برداری اس.) 

nهای  مجم عه همه ماتریسمثال:   m های حقیقی روی میدان  یهابا در  این  برداری اس.)    یک فضای
nفضای برداری را با mM ( )   دهیم) نشان می 

  اس.) روی میدانیک فضای برداری حقیقی همه ت ابع پی سته  مجم عه مثال:

 C( ) f | f : continuous= → 

 ها  پی سته اس.) مضر  هر تابع پی سته  پی سته اس.) مجم ع پی سته 

را  با ضرایب حقیقی   nدرجه  حدا ثرهای  ای چندجمله   مجم عه مثال: nP یک فضای برداری  نامیم  ه  می

  اس.) روی میدان 

 n n
n n n[ ]n a a a a a a aP |x x x ,..., ,1

1 1 1
−

−= + + + +   0 0 

 nP    ای حدا ثر درجهنسب. به جمع و ضر  اسلا ر بسته اس.) مجم ع دو چندجملهn ای  یک چندجمله

 ) اس. با همان درجه ایچندجمله یک ای چندجمله  هرقرینه اس.)  n حدا ثر درجه

   نکته:

ای چندجمله n
n nf (x) a x a x a P1= + + +  بردار  نظیر  0 

T n
na a a  +1

1 0 

بینیم  ه فضایهای بعدی  می در بخش  اس.) nP  یلریخ. با فضایn+1 .اس  

   توجه:

 )نیس.یک فضای برداری با ضرایب حقیقی  (  nادقیقا درجه  nهای درجهایچندجمله مجم عه
ای با حذف را د و چندجملهدر مجم ع    nxنساب. به عم  جمع  بساته نیسا.) مملن اسا. جمله    چ ن

 به دس. آید)  nدرجه  متر از 

   :مثال
}مجم عه همه ت ابع از  }را با نماد    به   1,2,3{ }1,2,3

  دهیم)شان می ن  { }
V

1,2,3
=      جمع ت ابع    اعمال با

fتابع  یک فضای برداری اس.)     و ضر  اسلا ر  : { }1,2,3→   نظیر بردار 
T

f ( ) f ( ) f ( )  31 2 3 
 اس.

}بینیم  ه فضایبعدی می  هایفص  در [ }
V

1,2,3
=  3با فضای

 .اس.)  یلریخ[ 

 های حقیقی فضای برداری دنباله   مثال:

Wفرض  نیم =    همه ت ابع ازمجم عه  به (های حقیقیدنبا ههمه امجم عه بارد) ( 

 )اس. روی میدانو عم  ضر  اسلا ر  یک فضای برداری ها دنبا ه با عم  جمع این مجم عه

, نیز با یلی از فضاهای Wآیا [ , ,...
2 3 4 تیر! یلریخ. اس.؟ [  
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 : مثال

nVجبری هایسااتتار ( ), ,=   1 Wو   1 ( ), ,=   1 1
اند)  دام یک رادهتعریف زیر    اعمال دوتایی با2

 اس.؟ فضای برداری روی میداناز آنها 
 

 nV ( ), ,=   1 1 

X Y X Y

X Xc c

1

1

 = −

 = −
 

 

W ( ), ,=   1 1
2 

x y x y

x y

x x

x

c
c

+
 =

 =

     
         

   
     

1 1 1 1

2 2

1 1

2

2

2

0

0

 

 

 

(1VوW  اند) هردو فضای برداری 

 هیچلدام فضای برداری نیستند)  2)

 اس.) فضای برداری   Vفقط 3)

 اس.) فضای برداری  Wفقط 4)
 

 2  گزینه پاسخ:

 1اعم  تفریق( عض  تنثی ندارد)حتی بردار صفر نیز از هر دو طرف تنثی نیس.) همچنین  1  عم  

 : پذیر نیس.رر . 

(X Y) Z (X Y) Z X Y Z
(X Y) Z X (Y Z)

X (Y Z) X (Y Z) X Y Z

  = − − = − −
     

  = − − = − +





1 1
1 1 1 1

1 1

 

X:ضااار  اسااالاا ر را  نادارد  برای مثاالهاای   نیز ویژگی  1عما   همچنین  X =  اه باایاد  درحاا ی 11−

X X   فضای برداری نیس.)Vپسبارد) 11=

 

برای بردارمثلا عض تنثی ندارد)  2عم   Wدر
1
1
 
 
 

و هر بردار  
x

y

 
 
 

 داریم:

 
x x

y
2

11 1
1 1


+

=
       

       
       0
 

  فضای برداری نیس.)Wپس

 

 ****** 
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 زیرفضاها 

,V)فرض  نیم   , )+   میدان برداری روی  Wو  بارد Fیک فضای  Vبارد    (W   زیرفضای Vرا 

,W)نامیم هرگاه می , )+      یک فضای برداری روی میدان  نیزF    (زیرفضا ب دن را با علام.  باردW V 

 دهیم) نشان می

 

زیر فضاهای   2: 

تک عضا ی ( )0,   چلترین زیرفضاای 0 yامث  تط  اسا.) هر تیی  ه از مبد  بذذرد 2 x= یک   (2

زیرفضای اس.) بزرگترین زیرفضا نیز ت د 2  ها زیرفضای دیذری ندارد)اس.) به جز این 2

 

زیر فضاهای   3: 

تک عضا ی ( )0, 0,   چلترین زیرفضاای  0 axااسا.) هر تیی  ه از مبد  بذذرد  3 by cz= یک    (=

زیرفضااای axا  ه از مبد  بذذرد  ایصااف هاساا.) هر  3 by cz+ + = یک زیرفضااای  ( 0 اساا.)   3

بزرگترین زیرفضا نیز ت د  ها زیرفضای دیذری ندارد)اس.) به جز این 3

 

 

زیرفضای Vفضای برداری در هرتوجه:   0 وV چلترین و بزرگترین زیرفضاها هستند   . 
  ,V V V 0 

 

 

 

 ****** 
 

 تشخیص زیرفضا ها:  

 ساا. یا تیر؟ه  زیرفضااایک  W ببینیم آیات اهیم  بارااد)می  Vزیرمجم عه فضااای برداری Wفرض  نیم

 بررسایباید   این م ارد) اما را دمیمانند رار . پذیری عم  جمع  به صا رت ار ی برقرار   ت اصبرتی  

x؟ آیاداردبردار صافر  W: آیا را ند W   دارای قرینه درW اسا.؟ آیاW نساب. به جمع بساته اسا.؟

را در یک  Wقضایه زیر تمامی رارایط م رد نیاز برای زیرفضاا ب دناسالا ر بساته اسا.؟   ضار نساب. به  

  ند:ررط تلاصه می
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 :  تشخیص زیرفضا ها ۀقضی

Wو  باشاا Fفضاای برداری روی میاا    Vفرض کنیم  V     باشاا.ناتهیW زیرفضاایV    اگر و تنها اسا

,Wxاگر برای هر جف  y  و هرc F    :داشته باشیمcx y W+  . 

  ****** 

Vزیرفضایها  از این مجم عه یک  دام  :مثال 3= .؟اس 

 W3فقط 1)

(2W2وW4 

 W4فقط3)

(4W1وW3 

 

 

 

 

, ,

W x x x x x

W x x x x x x

W x x x x x x

W x x x x x x

( , , ) |

( , , ) |

( , , ) |

( , , ) |

1 1 2 3 2 1

2 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3

4 1 2 3 1 2 3

1

+ −

= − =

= =

= 

= =

0

0

0

 

 3گزینه   پاسخ:

x معاد ه W1در  x2 1 1− x     معاد هW2در نیس.)  W1عض   صفر ناهمذن اس. پس بردار = x x1 2 3 = 0

)برای مثال بردارهای  ت اند یک زیرفضا تعریف  ند)و نمی  غیرتیی اس. , , )1 1 )و 0 , , )1 هستند   W2عض  10
)اما مجم ع آنها  , , )1 2  نیس.)  W2عض    1

W3 نیز زیرفضا نیس. زیرا قرینه اعضایش را ندارد) مثلا( , , ) W31 1 1   اما( , , ) W31 1 1− − −  ( اماW4

زیرفضای
Xاگر   : اس. 3 (x ,x ,x ) W1 2 3 4=   Y y y y W( , , )1 2 3 4= وc آنذاهیک اسلا ر بارد : 

x x x , y y y x x x y y y

x y x y x y X Y W

c( ) ( )

(c ) (c ) (c ) c

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3 4

+ − + − + − + −= =  + =

 + + + − + =  + 

0 0 0

0
 

  

 ****** 
 

   توجه:

روی میدان اعداد حقیقی  مجم عه ج ا  های معادلات تیی و همذن  یعنی معادلاتی    3در فضای برداری 

axمانند  by cz+ + =  دهد)  ایا چند معاد ه ت ام مانند آن (  یک زیرفضا تشلی  می  0

 

 ****** 
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pفرض  نیم  مثال:  V اب. باراد) آیا سااتتار جبری  0 ( , , )2=       یک فضاای برداری  با این دو عم

 اس.؟روی 

 
p

y

p

x x xx

y yy

x cx (c )

y cy
c

1 1 22

1 1 22

1

++

+

+ −

    
 =        

   
 =      

 

 پاسخ:

Vیک فضاای برداری روی .اسا(V  عم  جمعنساب. به   (.بساته اسا.) این عم  رار . پذیر اسا

بردار  عم   عض  تنثی
p− 

 
 0

 ایعنی این بردار  بردار صفر اس.)( اس. 

x p x p p x

y y y

− − +       
 = =       

+       0 0
 

قرینۀ بردار
x

y

 
 
 

بردار 
x p

y

2− − 
 
− 

 اس. زیرا مجم ع آنها بردار صفر اس.: 

x x p p

y y

2− − −     
 =     −     0

 

 برای مثال:  دارد)  را  های ضر  اسلا ر نیز ویژگی عم  

x x ( )p x

y y y

1 1
1

+ −     
 = =     
     

 

 ضر  اسلا ر عدد صفر در هر بردار  برابر با بردار صفر اس.:

x ( )p p

y

1+ − −     
 = =     
     

0 0
0

0 0
 

 
 ****** 
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فرض  نیاد  :ثاالم P [ ] a x a x a | a ,a ,a2
2 1 2 12 = + +  0 ای هاای  باا فضاااای برداری چنادجملاه    0

ها زیرفضای  مجم عه چه تعداد از اینبارد)   روی میدان 2حدا ثر درجه  P2   هستند؟ 

 

 

 

 

V f P | f ( ) f ( )

V f P | f ( ) and f ( )

V f P | f '( )

V f P | f (x) xf '(x)

1 2

2 2

3 2

4 2

1

1 1

=  =

=  = =

=  =

=  =

0

0 0

0 0
 

(1 1          
(2 2  
(33  
(44 
 

     3گزینه  پاسخ:
زیرفضای V2دهیم همه به جزنشان ابتدا با استفاده از قضیه تشخیص زیرفضاها   P2  (هستند 

f ,g V f ( ) f ( ),g( ) g( ) cf ( ) g( ) cf ( ) g( ) cf g V  = =  + = +  + 1 11 1 1 10 0 0 0 

f ,g V f ( ) ,g ( ) cf ( ) g ( ) cf g V     = =  + =  + 3 30 0 0 0 0 0 0 

f ,g V f (x) xf (x),g(x) xg (x) cf (x) g(x) cxf (x) xg (x)

cf (x) g(x) x(cf (x) g(x)) cf g V

     = =  + = +

 + = +  + 

4

4

 

زیرفضای V2اما  P2  .معاد ه  زیرا نیسf ( ) ای  اب. صفر  چندجمله  در نتیجهناهمذن اس.  0=1

 نسب. به جمع بسته نیس.)  V2نیس.) همچنین  V2 عض 

Vمجم عه های اگر به تعریف  توجه: ,V ,V1 3 دق.  نیم هرررط عض ی. در آنها یک معاد ه تیی   4

aهمذن برای ضرایب  ,a ,a2 1 fررط عض ی. آن اس.  ه  V1 ند)مثلا در ایجاد می 0 ( ) f (  ه برای   0=1(

xfای چندجمله  (x) a a ax2 1
2= + +  به این معناس.:   0

f ( ) f ( ) a a a a a a2 1 2 11=  = + +  + =0 00 0 

aمعاد ه    a2 1+ = fررط V3یک معاد ه تیی همذن اس.) به همین ترتیب در0 ( ) =0 آن   به معنای0
aاس.  ه:   =0  ر د:نیز به معادلات تیی همذن منجر می  V4ررط عض ی. در ) 0

x xf (x) xf (x) a a a a a a ax x2 1 2 1 2
2 22=  + + = + = =0 0 ,0 0 

fررط عض ی.  V2 نند) اما در مجم عه  این معادلات تیی همذن  زیرفضاها را مشخص می  ( ) به  0=1
aمعاد ه ناهمذن  زیرفضای  V2ر د و منجر می  0=1 P2  (.نیس  
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   مثال:

nدر فضای برداری  nV M ( )=   هایی  ه با ماتریس مجم عه ماتریسn nB  ر ند یک زیرفضای جا میجابه
 برداری اس.: 

 W A V | AB BA=  = 
 

Aفرض  نیم Wبرای ا بات زیرفضا ب دن ,A V1  ص رت:در این cو 2

(cA A )B cA B A B cBA BA B(cA A ) cA A W+ = + = + = +  + 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

 دستگاه همگن فضای جواب

mمجه ل و ماتریس ضرایب nعاد هم mدستذاه معادلات تیی همذن با nA  (را در نظر بذیرید 

 اس.)  n های این دستذاه یک زیرفضایمجم عه ج ا  

 n
X | AXw =  = 0 

 
 های متقار  و پادمتقار زیرفضای ماتریس
متقارن 2×2های ) مجم عه  ماتریسهای حقیقی را در نظر بذیریدبا درایه 2×2های  ماتریسفضاای برداری
 اس.) Vپادمتقارن  نیز یک زیرفضای   2×2های ماتریساس.) همچنین مجم عه  Vیک زیرفضای

 
   
   

T

T

a b
V M ( ) | a, b, c, d

c d

a b
W A V |A A | a, b, d V

b d

b
W A V |A A | b V

b



 =  

 = −  
−

= =

= =

= =

 
  

 
  

 
  







1

2

2×2

0
0

  

 ارتراک این دو زیرفضا فقط رام  ماتریس صفر اس.)  

   مثال:

از فضای برداری  یی ها زیرفضا مجم عه چه تعداد از این  هستند؟  روی میدان 2
 

1 (1
2 (2
3 (3
4 (4

 

 

 

 

 

( )

( )

( )

( )

V y | y

V x x | x

V x x | x

V x y | x , y x

1

2

3

4

,

2 ,

2 ,2+

,

= 

= 

= 

=  =









0

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 1 گزینه  پاسخ:

زیر فضاهای عبارتند از:  تک عض ی  2 (   و ت د گذرندمی   تی طی  ه از مبد  0,0( 2  ( 

V1  .زیرفضای  پس  تیی گذرنده از مبد  اس  V2مجم عهها زیرفضا نیستند)  اما سایر مجم عه   اس.  2

پس   دارد  ص یح  مختصات  با  نقاط  مثال  فقط  برای  نیس.  بسته  اسلا ر  ضر   به  )نسب.  , ) V 22 اما    1

( , ) ( , ) V2
1
2 2 1 1 /5= 0    ( مجم عهV3     رام( , )0 قرینه اعضایش    V4مجم عه )  پس زیرفضا نیس.  نیس.  0

)  مثلارا ندارد  , ) V 41 )اما  1 , ) V 4-1 -1 ( 

****** 

 های مختلط  فضای ماتریس

nM فرض  نیم ( ) مجم عه  ماتریس هایn n های مختلط بارد)با درایه 

 nM ( ) (.یک فضای برداری روی میدان اعداد مختلط اس 

 nM ( )  (.یک فضای برداری روی میدان اعداد حقیقی اس 

 هرمیتی های  ماتریس

nMماتریس   ( )A  )گ ییم هرگاه  را هرمیتی ات دا  اقTA A=   ها دردرایه یعنیji ija a=  صادق

با مزدوج  iiaو روی قیر اصالی  یلدیذرندنیمه بالایی و پایینی مزدوج  در ماتریس هرمیتی درایه های  نند)  

 به این فرم اس.:  2×2یماتریس هرمیت هستند)د حقیقی اعداعناصر قیر اصلی ت دش برابر اس. یعنی 

a x iy
A ,a,b,x, y

x iy b

+ 
=  

− 
 

nMهای هرمیتی در مجم عه ماتریس فرض  نیم  ( )  (بارد 

 T
nA M ( )|A A = = 

nMزیرفضایی از فضای برداری  مجم عه  نکته: ( ) روی میدان  (.اس  

nMزیرفضایی از فضای برداری  مجم عه  نکته: ( )  میدان روی .نیس(  

c   ماتریس cحقیقی    اسلا ربرای هر     هرمیتی باردAاگر  توضیح:   A هر  اما برای    )اس.  تیهرمی  نیز

aاسلا ر مختلط   ib+   ماتریس(a ib)A+   نیس.هرمیتی. 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 اعمال جبری روی زیرفضاها 

 بارند) Vفضای برداریدو زیرفضا از  W2و W1فرض  نیمقضیه:  

Wالف: W1 2  زیرفضایV(.اارتراک هر تعداد زیرفضا  زیرفضاس.() اس 

W  ب: W1 2  زیرفضایV  نیس. مذر آنلهW W1 Wیا  2 W2  بارد)1

W  ج: W1  امجم ع هر تعداد متناهی از زیرفضاها  زیرفضاس.() اس.)Vزیرفضای  +2
 

 ر د:به این ص رت تعریف میمجم ع دو زیرفضا 
 ,W WW W |1 2 1 2   + = +   

 ****** 

 مثال:   

در فضای  فرض  نیم: 2

 

 

x

x

W (x , ) |

W (x , x) |

1

2

= 

= 





0 

x)به فرم W1یک عض  د خ اه ص رت:  در این , ) = t)به فرمW2و یک عض  د خ اه  0 , t)  اس.)  =

 

 

 

,W W

(x , ) (t , t) x, t

(x t , t) x, t

W W |

|

|

 +   

+

+

=  

= 

= 

+





1 21 2

0 

W W1 با فضای+2 a)برابر اس. زیرا برای هر جف.   2 ,b)  دستذاهx t a

t b

+ =


=
   دارای ج ا  اس.)

W W 2
1 2 =+  

 ****** 
 

 (direct sum)  زیرفضاها مستقیم جمع

xبردار    هرطبق تعریف  W W1 2 xصاا رت  ت ان به را می + =  + ن راا.  ه  W Wو   1 2  (

Wیکگاهی اوقات این  ار فقط به یک صاا رت مملن اساا. یعنی فقط  Wو ففط یک  1 ت ان  می  2

مساتقیم   جمعاز ن ع این زیرفضااها  جمعگ ییم می  صا رتدر این   باراد) xیاف.  ه مجم ع آنها برابر با 

Wبا علام.آن را و اس.  W1 2 یمدهنشان می ( 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 مستقیم جمع تشخیص 

مستقیم اس  اگر و تنها اگر اشتراک آنها جمعدو زیرفضا از نوع  جمع 0  .باشا 

 W W W W W W1 2 1 2 1 2=  = + 0 

 :مختصر توضیح

xبردار    )حال اگراراتراک زیرفضااها فقط راام  بردار صافر باراد   فرض کنیم W W1 2 به دو صا رت به  +
Wمجم ع   Wو  1  ر د ت اهیم دار.: تبدی  2

, W , W x1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 2 1

      =  + =  +

  − = −
 

W1:پس اساا.  تفریق بسااته ونسااب. به جمع   زیرفضااا  هر اما 2 1 −    وW2 1 2 −   در نتیجه  

1 2 − 2 و 1 −  ارتراک زیرفضاها قرار دارند)طبق فرض در W W1 2 =  پس: 0

 (, ,1 2 2 1 1 2 1 2 − =  − =   =   = 0 0  

xبردار یعنی هر  W W1 2  و جمع  از ن ع مستقیم اس.) ر دبه ص رت یلتایی تجزیه می +

ت ان تجزیه  رد)  می 0+و +0در اراتراک قرار داراته باراد آن را به رال  های از سا ی دیذر  وقتی
اگر قرار اس. تجزیه یلتا بارد باید =  بارد) 0

 ****** 

 مثال:
 

 

W ( , ) |

W ( , ) |

x x

y y





=

=





1

2

0
0

 

Wبه وض ح  W+ =  2
1 همچنین ) 2 W W1 2 =  مستقیم اس.)   جمعآنها از ن ع  جمعپس  0

,x)هر بردار  اگر دق.  نید  y) 2  فقط به یک ص رت درW W1 )مثلا بردار  ر د)ن رته می +2 , )3 5 
)فقط به ص رت  , ) ( , ) ( , )= +3 5 3 50 Wدر   0 W1  ر د) ن رته می +2

 ****** 

در فضایمثال:  مستقیم اس.؟ جمعاز ن ع جمع آنها این دو زیرفضا چیس.؟ آیا  حاص  جمع 3
 

 

 

W (a,a,b) | a,b

W (a,b,b) | a,b

= 

= 





1

2

 

 

 
 
 
 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

  پاسخ:

 ه جمع آنها جمع مستقیم نیس.)    دهیمنشان میدو طریق   به امابرابر اس.)   3دهیم مجم ع آنها بانشان می
(a,a,b)به فرم W1عض  د خ اهیک  ,x)به فرمW2عض  د خ اهیک و  = t, t)  اس.) =

(a,a,b) (x, t, t) (a x ,a t ,b t) + = + = + + + 

)ن ر. مثلا بردار   مجم ع این بردارها  ص رت چند حا . به   ت ان بهرا می   3عض هر بردار  , , )5 6 را   2

 در نظر بذیرید:  
(a,a,b) (x, t, t) (a x ,a t ,b t)

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

+ = + + +

+ =

+ =

1 1 -3 4 5 5 5 6 2
2 2 -2 3 4 4 5 6 2

 

 پس جمع زیرفضاها  جمع مستقیم نیس.)  

س م   و های دومم  فه W2های اول و دوم برابرند) در م  فه  W1تر  ت جه به ارتراک اس.) در ساده دوم و راه 

Wپس در  برابرند) W1 2  باید برابر بارند یعنی:  هر سه م  فه 

   W W (x, y,z) | x y z (a,a,a) | a1 2 = = = =  

W W1 2عض ی صفر نیس. پس جمع آنها جمع مستقیم نیس.)   تک 

 ****** 

 مستقیم اس.؟ جمع آنها جمع مجم ع این دو زیرفضا چیس.؟ آیا 3در فضایمثال: 
 

 

 

W (a,b,a b) | a,b

W ( a , a , a) | a

= + 

= 





1

2

 

 

  پاسخ:

Wدهیمنشان می W 3
1 2 =   3 یعنی جمع آنها جمع مستقیم اس. و برابر با   (.عض  د خ اهاسW1   به

a,b,a)فرم b) = ,t)به فرمW2و عض  د خ اهاس.  + t, t)  اس.) =

(a,b,a b) (t, t, t) (a t ,b t ,a b t)+ = + + = + + + + 

زیرا مقادیر سم. راس. هر چه  ه بارد دستذاه زیر دارای   ن ر.ص رت این ت ان به را می  3عض   هر 

 ج ا  اس.:  

a t ?

b t ?

a b t ?

+ =


+ =
 + + =

 

ر د  ه  به سادگی دیده می W W1 2 = W پس: 0 W 3
1 2 = . 
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 پادمتقار   ،های متقار  زیرفضای ماتریس
nهای  ماتریسفضاای برداری  n های متقارن یک ) مجم عه  ماتریسهای حقیقی را در نظر بذیریدبا درایه

 اس.) Vهای پادمتقارن  نیز یک زیرفضایاس.) همچنین مجم عه ماتریس Vزیرفضای

 

 

T

T

n ( )V M

W A V | A A

W A V | A A

 =

 = −

=

=

=



1

2

 

nارتراک آنها فقط رام  ماتریس صفر اس.) مجم ع آنها برابر با    فضای  ( )M    :اس.) در نتیجه 

( )nW W M = 1 2 

متقارن ها و )های حقیقی را در نظر بذیریدبا درایه  2×2های  ماتریسفضااای برداریبرای ت ضاایح بیشااتر 
 ها هر دام یک زیرفضای آن هستند)پادمتقارن

 
   
   

T

T

a b
V M ( ) | a, b, c, d

c d

a b
W A V |A A | a, b, d V

b d

b
W A V |A A | b V

b



 =  

 = −  
−

= =

= =

= =

 
  

 
  

 
  







1

2

2×2

0
0

 

   :ماتریس صفر اس. هم متقارن و هم پادمتقارن تنها ماتریسی  ه 

W W { }
 

=  
 

1 2
0 0
0 0

 

 : اس.هر ماتریس مربع مجم ع یک ماتریس متقارن و یک ماتریس پادمتقارن  ه توجه کنیا 

T TA (A+ A ) (A A ) W W1 2
1 1
2 2

= + −   
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 فرد   ،ای های زوج چناجمله زیرفضای 

nVبرداری فضای  P [ ]=  های حدا ثر درجه  ای چندجمله اn را در نظر بذیرید)  (با ضرایب حقیقی 

nP [ ]ا   ای های زوجچندجمله  :دارد  معروف دو زیرفضایW1)  ا  های فردایو چندجملهW2): 

 

 

n

n

W f P [ ] | f ( x) f (x)

W f P [ ] | f ( x) f (x)

1

2

=  − =

=  − = −




 

زوج  و درجه فرد نیس.) بلله باید تمام جملات ت ان  درجه ای های دق.  نید  ه منظ رمان چندجمله [

 ]ای زوج بارد)زوج دارته بارند تا یک چندجمله 

ارتراک آنها W W1 2 =  تنها تابعی  ه هم زوج اس. هم فرد  تابع  اب. صفر اس.) ) اس. 0

 ت ان به ص رت مجم عی از یک تابع زوج و یک تابع فرد ن ر.:تابع را می   ه هر توجه کنیا

( ) ( )f (x) f (x) f ( x) f (x) f ( x) W W1 2
1 1
2 2

= + − + − −   

nVآنها برابر با  مستقیم مجم ع  پس  P [ ]=  .اس : 

n ( )W W P = 1 2 
 

Wمثال نیز   در این دق  کنیا: W1 xزیرفضا نیس. چ ن نسب. به جمع بسته نیس.)   2 W2
1  زوج

xاس. و  W3
2   فرد اس.)پس اماx x2 3

 قرار ندارد) آنها ماع جتپس در ا  نه زوج اس. و نه فرد اس. +

 
 متمم جبری 

نامیم هرگاه جمع را متمم جبری ایا ملم  جبری( یلدیذر می  W2و W1هایزیرفضاا  Vدر فضاای برداری
  بارد: 0جمع آنها    فضا و ارتراک آنها بارد) به عبارتی Vمستقیم آنها برابر با

W W W WV , == 1 2 1 2 0 

Wرا گاه با علام. W  متمم جبری  دهیم) نشان 
 

   مثال:

nهایماتریسفضاای در  n   متمم جبریهای پادمتقارن های متقارن و مجم عه ماتریسمجم عه ماتریس 
 ) یلدیذرند
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   مثال:

  هایایچندجمله زیرفضاایزوج و   هایایچندجمله زیرفضاای nهای حدا ثر درجه  ایچندجملهفضاای در 
 ) یلدیذرند  متمم جبریفرد  

 مثال:  

 در هازیرفضا این  متمم جبری یلدیذرند:  3

 

 

W (x ,x ,x ) | x

W (x ,x ,x ) | x x

= =

= = =

1 1 2 3 1

2 1 2 3 2 3

0

0
 

 مشابه همین نلته در فضاهای با ابعاد بیشتر نیز برقرار اس.) 
 ****** 

 

در فضای   مثال: جبریمتمم  2 W (x, y) | y x= =1  را بیابید)  2

 پاسخ: 

W1   به جز   گذرد) هر تط دیذریتیی اس.  ه از مبد  میW1  ه از مبد  بذذرد  متمم جبری W1 
در فضای  اس.)  هم  هر جف. از تی ط  ه از مبد  بذذرند و بر هم منیبق نبارند متمم جبری   2
  جمعاس. پس  بردار صفر) هر  دام از آنها زیرفضایی یک بعدی هستند و  ارتراک آنها فقط در هستند

مجم ع   پسجمع مستقیم دو زیرفضای یک بعدی  یک فضای دو بعدی اس.) )  آنها جمع مستقیم اس.
آنها با  ر ید() در ادامه آرنا می  بُعدا با مفه م )برابر اس.  2
 

 

 

 
 
 

 ****** 

 یلتا نیس.)  Wزیرفضایمتمم جبری در حا .  لی نتیجه:  

 اس.) 0زیرفضای Vمتمم جبری Vفضای برداری در توجه:  

 ****** 
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 چنا زیرفضا مجموع مستقیم

nWزیرفضاهای  مجم ع W W, , , V1 2   ر د: به این رل  تعریف می 

n n n nW W W { | W , W ,..., W }1 2 1 2 1 1 2 2+ + + =  + + +       

 :kآنها از ن ع مستقیم اس. اگر و تنها اگر برای هر  و جمع

  k i
i k

W W


= 0 

اراتراک هر دام با مجم ع ساایرین  به عبارت دیذر  جمع چند زیرفضاا به رارطی جمع مساتقیم اسا.  ه  
 :بردار صفر بارد

 k i

i k

W W


= 0 

 

 

 استقلال و وابستگی خطی 

 تعریف: 

های بردار
n, ,...,1 2     مستق  تیی هستند هرگاه از تساوی

n nc c c  + + + =1 1 2 2 0 

بت ان نتیجه گرف.: 
nc c c= = = =1 2 0  ( 

 تعریف: 

های بردار
n, ,...,1 2    تیی هستند هرگاه مستق  تیی نبارند)وابستۀ 

 تعریف: 

تر یب تیی بردارهای بردار گ ییممی
n, ,...,1 2    اس. هرگاه اسلا رهای

nc ,c c,...,1 م ج د   2

  : بارند ط ری  ه
n nc c c...1 1 2 2   = + + +(  

 چنا نکته: 

 مجم عه تهی مستق  تیی اس.)  -

 هر مجم عه از بردارها  ه رام  بردار صفر بارد  وابسته تیی اس.)  -

مجم عه    - v1  مستق  تیی اس. اگر و تنها اگرv1  0 ( 

   مجم عه - ,v v1  مستق  تیی اس. اگر و تنها اگر هیچلدام مضر  دیذری نبارند) 2

   مجم عه - , ,v v v1 2  v1مضر    v2ر هیچلدام بردار صفر نبارند مستق  تیی اس. اگر و تنها اگ3

  نبارد) v2و v1تر یب تیی  v3نبارد  

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

  در حال  کلی تشخیص استقلال یا وابستگی خطی 

,nبردارهای  راه برای تشخیص استقلال یا وابستذی دو , ,v v v1  داریم)  2

nف  ح  معاد هاستفاده از تعری  اولراه   nc c cv v v+ + + =1 1 2 2   معادلات تییتشلی  دستذاه  و  0

 )اگر ج ا  این دستذاه فقط صفر بارد  بردارها مستق  تیی هستند)   همذن 

,nبردارهای  نشان دهندۀ های آن تشلی  ماتریسی  ه سیرها یا ست ن راه دوم , ,v v v1 هستند) رتبه این  2

بارد  این   nاگر رتبه ماتریس دهد  ه چه تعداد از این بردارها مستق  تیی هستند) ماتریس  نشان می

 مجم عه از بردارها مستق  تیی اس.) 
 ****** 

آیا بردارهایمثال:  ,v ( , , ) v ( , , )1 21 2 3 6= =0 3در  0
 اند؟مستق  تیی   

 پاسخ: 

vاز آنجا  ه    v2  پس این بردارها وابسته تیی اند)  =13

واقع   vدر  v1 23 − = از    پس  0 تر یب تیی  بردارها  یک  آنله ضرایب  صفر می این  بدون  صفر    ههمر د 

 وابسته تیی اند)  به همین د ی   بارند) 

 ****** 

,آیا بردارهایمثال:  ,v v v1 2 3
1 1 2
1 2 5
     
     
     

= = در  =
   اند؟مستق  تیی 2

 روش اول:  پاسخ:

c v c v c v c c c

c c c

c c c

1 1 2 2 3 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 2
1 2 5

2
2 5

       
 +       

       


 



+ + = + =

+ + =

+ + =

0
0

0

0
0

 

بیشتر اس. پس دستذاه   معادلات  از  بدیهی   به جزتعداد مجه لات  cج ا   c c1 2 3= = =0, 0, رمار بی  0

ی پس بردارهادارد) دیذر نیز ج ا   , ,v v v1 2  وابسته تیی هستند)  3

 ماتریس حاص  از این بردارها را بررسی  نیم:  روش دوم:

 A v v v rank A1 2 2
1 1 2
1 2 5

2 
= =  = 

 
 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

اس. پس  2  برابر با  Aرتبه , ,v v v1 2 مجم عه  )ا بته این  ای مستق  تیی از بردارها نیس.  مجم عه    3

 بردار مستق  اس.)   2رام  

 ****** 

,آیا بردارهای   مثال: ,v v v( , , , ) ( , , , ) ( , , , )1 2 31 2 1 -1 2 2 -1 -4 1= = =0 0 در0
  اند؟مستق  تیی  4

 پاسخ: 

 روش اول: 

c c

c c
c v c v c v c c c

c c

c c c

1 2

1 3
1 1 2 2 3 3 1 2 3

1 2

1 2 3

2
2 4

2





 

− −

+ =

− =
+ + = = = =

+ =

+ =

0
0

0 0
0

0

 

 پس این بردارها مستق  تیی هستند) 

 روش دوم:

v

A v

v

1

2

2

1 2 1 -1
2 2 -1

-4 1

   
   

= =
   
     

0
0 0

 

A     3زیرماتریسرام 3    رتبه پس  اس.  با دترمینان غیرصفرA  هایپس بردار   س.ا  3  برابر با, ,v v v1 2 3 

 هستند)  مستق  تیی 

 ****** 

 

Vرا در فضای برداری  Aمجم عه تیی یا وابستذی استقلال مثال: M ( )2=   (بررسی  نید 

A { , , , }
1 2 1 1 1 1 1
3 4 1 2 1 1 2 2
       

=        
       

0
 

 

 

 

 

 

   پاسخ:
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 روش اول:

 فرض  نیم  

c c c c
       
       
       

+ + + =1 2 3 4
1 2 1 1 1 1 1
3 4 1 2 1 1 2 2

0
0 

c  بدیهی  ج ا   بینیم  ه تنها ج ا  مملنمی  با ح  دستذاه c c c1 2 3 4= = = = رمار  و دستذاه بینیس.    0

cج ا  دارد برای مثال   c c c= = = =1 2 3 41, -1, ای مستق  تیی  مجم عه  Aیلی از ج ابهاس.)پس   ,10-

 نیس.)  

 روش دوم:

  ماتریسهر   
a b

c d

 
 
 
)نظیر بردار    a b c d ), ,                                              اس.:  ,

a b
( a b c d )

c d
, , , 

 
 

 

2  هر ماتریسبا استفاده از این تلنیک      Mسپس رتبه    ن یسیممی   M به عن ان یک سیر از ماتریسرا    2

 )  دهدرا نشان می   A در مجم عهمستق  تیی  هایتعداد ماتریس 

1 2 3 4
1 1 2

1 1 1 1
1 1 2 2

 
 
  =
 
 
 

0
 

 عملیات حذف را انجام دهیم: 

R R R R R R

R R R R R R
3 3 1 3 3 2

4 4 1 4 4 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 1 2 1 1 2 1 1 2

1 1 1 1 -1 -2 -3 -1 -1
1 1 2 2 -1 -1 -2

 − +

 −  +

     
     
      = ⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→
     
     
     

0 0 0
0 0 0
0 0 0 0 0

 

 Aاس.) ا بته  وابسته تیی  مستق  تیی نیس.  Aعض ی 4مجم عه  اس. پس 3برابر با  رتبه

    دارد)مستق  تیی عض ی و  3زیرمجم عه ای 

 

 

 

 ****** 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

   مثال:

Vدر فضای برداری  P ( )2= مجم عه های  تیی یا وابستذی  استقلالA وB  بررسی  نید) را 

A { x , x , x }

B {x , x x, x}

= + + −

= + + −

2

2 2

( 1) (1 ) (1 )

1 1
 

   پاسخ:

axایچندجمله هر bx c+ +
)نظیر بردار  2 a b c),  ماتریس حاص  از این بردارها را تشلی  دهیم)  اس.) ,

A:  xبررسی   x x+ = + +
2 2( 1) 2  نظیر این ماتریس اس.:   Aپس مجم عه   1

AA { x x , x, x }
2

1 2 1
2 1 1 1 1 1

-1 1

 
 

  
 
 

= + + + −  = 0
0

 

 مستق  تیی اس.)    Aمجم عه  اس. پس 3برابر با مخا ف صفر اس. پس رتبه آن  Aدترمینان 

 

   :  Bبررسی  

BB { x , x x, x }
2 2

1 1
1 1 1 1

-1 1

 
 

  
 
 

= + + −  =

0

0

0
 

رام  دو    Bاس. پس 2رتبه این ماتریس تیی اس.) وابستۀ Bمجم عه  پسصفر اس.  Bدترمینان 

 ای مستق  تیی اس.) چندجمله 

 ****** 

 

  (1399  ریاضیعل م ا مثال:

در بردارهای زیر را 
  بارد؟ vو uهای  تر یب تیی بردار wبارد تا ندچ kدر نظر بذیرید) مقدار   3

k

u , v , w

     
     
     
     
     

= = =

1 -1
-2 1 6
3 4 2

 

(1  -2 (2  3 

(3  5 (4  -4 
   

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 4گزینه   پاسخ: 

دترمینان ماتریس مربعی  ه   اند پسوابسته تیی  بردارسه این  بارد vو uبردارهای تر یب تیی  wگر ا

 صفر اس.)   ر دساتته میآنها با 

k

det k k

 
 

= =  = 
 
 

1 -1
-2 1 6 -11 -44 -4
3 4 2

0 

 

 

 Sزیرفضای تولیا شاه توسط 

برابر اس. با    Sبارد) زیرفضای ت  ید رده ت سط  Vای ناتهی از فضای برداری زیرمجم عه  Sفرض  نیم  

اعضای تر یبهای تیی  همه  با علام.   Sمجم عه  را  زیرفضا  این   (S   می زیرفضا نشان  این  دهیم) 

S  یبه زیرفضاهمه اس. )  عبارات زیر  S  چلترین زیرفضای رام    نند) اراره می  

 ) S اعضای مجم عه تمام تر یبات تیی  -

 )Sزیرفضای ت  ید رده ت سط   -

 )S  چلترین زیرفضای رام   -

 )Sزیرفضاهای رام   همۀارتراک  -

- S (S)LinearSpan =. 

- 
n

i

i

i i ic X F X S i n{ n c }| , , ,
1

1
=

     

 

 

 

 

   مولاهای فضای برداری

 

Sاس. هرگاه:   Vم  د فضای  Sگ ییممی V = ( 

بدیهی فضای   م  د  V:اس. Vت د    Vیک  V =    از تعداد  می  با  دارند  ه  اهمی.  م  دهایی  اما 

 بردارها بت انند همه بردارهای دیذر را ت  ید  نند)  
 

 

 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 

 ثال:  م

V  در فضای برداری 2=  :به این مجم عه ت جه  نید 

A , , ,
1 1 2

1 1 3
         

=         
         

0
0

 

  هر بردار 
x

y

2 
 

 
    ت سط بردارهای عضA ر د)آنهم به چند ص رت! ت  ید می 

 مثلا: 

 
x

x y
y

1
1

     
= +     

     

0
0

 

 یا:  

x
(x y) y

y

1 1
1

     
= − +     

     0
 

 یا:  

x
x x (y x)

y

2 1
-3

3 1
       

= − +       
       

0
0

 

 اس.) 2فضای  یک م  د برای Aچهارعض ی مجم عهپس 

 به دو نلته دربارۀ این م  د دق.  نید:

اگر بردارهای یک م  د مینیمال نیس.)    Aا ف:  
2
3
 
 
 

و  
1
1
 
 
 

,را حذف  نیم باز هم بردارهای   
1

1
     
    
     

0
0

 

 را ت  ید  نند)  2فضای ت انندمی

هر بردار  Aمجم عه     :
x

y

2 
 

 
  یلتا) ص رت نه به   ندرا به چند ص رت ت  ید می 

Bعض ی  دو مجم عه بهAبا حذف بردارهای غیرضروری توجه کنیا: ,
1

1
     

=     
     

0
0

رسیم  ه دو  می 

 ویژگی دارد:  

 

بردارهر  :اول
x

y

2 
 

 
  ر د: به رل  یلتایی ت سط آن ت  ید می

x
x y

y

1
1

     
= +     

     

0
0

  

م  د مینیمال اس.) هیچلدام از بردارهای  B   :دوم
1 
 
 0
و  

1
 
 
 

0
 را ت  ید  ند)  2ت اندبه تنهایی نمی 
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 Bبه م  دهایی مانند مستق  تیی هستند) B ه اعضایش وابسته تیی هستند  اعضای  Aس م: برتلاف 

 ر د)به تعریف ت جه  نید: پایه فضا گفته می

****** 

 فضای برداری پایه 

 بارد)   Vاه مستق  تیی بارد و م  دنامیم هرگمی   Vفضای برداری  ی  برا    )ase)Bه  پاییک  را  Bه زیرمجم ع

 زیرمجموعه مستقل خطی اس  که مولا فضا نیز هس . ، یکVهر پایۀ فضای برداری   -

 :  یهقض

 اس . Vباشا، یک پایه برای ممکنتعااد  کمترینش اعضای تعااد که  Vمولامجموعۀ هر  -

 اس . Vنیمال، یک پایه برای فضای به عبارتی: هر مولا می  -

 اس .Vباشا، یک پایه برای   تعااد ممکن بیشتریناعضایش مستقل خطی که تعااد  هر مجموعه  -

 اس . Vبه عبارتی: هر مجموعه مستقل خطی ماکسیمال ، یک پایه برای فضای  -

 

 قضیه:  

هر فضای برداری   - V   ، دارای پایه اس .  0

برای مثال هر زیرمجم عه دو عض ی از فضای    پایه فضای برداری منحصر به فرد نیس .   در حا .  لی -

 اس.)  2 ه از دو بردار مستق  تشلی  رده بارد  یک پایه برای  2برداری 

 

 عا فضای برداری بُ

برداری دلخواهی روی میاا  Vفرض کنیم  برداری   Fفضای  پایه های فضای  کاردینال یکسا     Vباشا. همه 

 عضوی خواهنا بود.nها  عضوی باشا، همۀ پایه  nها دارنا. اگر یکی از پایه 

dimنامیم و با  عا فضای برداری می تعااد اعضای پایه را بُ  V  دهیم. نشا  می 

dim        بارند داریم: Vدو پایه برای  2Bو 1Bبه ط ر تلاصه  اگر  1 2V B B= = 
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Vبرداری   در فضای:  مثال
2

=   دام مستق  تیی    نید)  دام م  د فضاس.؟ها را بررسی  مجم عهاین زیر 

 برای فضاس.؟  ایاس.؟  دام پایه 

A { } B { , }

C { , , }

D { , } E { , }

1 1

2 1

1 1

1 1

2 1 1 2

3 1 3 6

= =

=

= =

     
     
     

     
     
     

       
       
       

0

0

0

0
 

 

2م  د مستق  تیی اس.)اما  :Aعه مجمو
 .زیرفضای ت  ید رده ت سط  نیس (Aتط y x2=   (.اس 

2م  د و    مستق  تیی اس.  :Bمجموعه 
  .2پس یک پایۀاس

    (.واقع  دراس  B   2ۀ  ترین پای معروف
 

هر بردار   B)  اس.
x

y

 
 
 

                            ند:ت  ید می یلتایی ص رت به  را 
x

x y
y

1
1

     
= +     

     

0
0

 

رتبه ماتریس :Cمجموعه 
1 1

1 1
 
 
 

0
0

این مجم عه سه عض ی  مستق  تیی نیس.    پساس.)  2برابر با  

  بردار  ند)ادر واقعمی  بعدی را ت  ید 2یک فضای اما
1
1
 
 
 

مجم ع دو بردار دیذر اس. پس مستق  تیی   

هر بردار را به  نبارد   پایهای م  د بارد اما وقتی مجم عه اما پایه نیس.)  هس. فضا م  دCپس ( نیستند)

برداربرای مثلا   ند)چند روش ت  ید می 
3
5
 
 
 

 :                                        

3 1
3 5

5 1

3 1
3 2

5 1 1

     
= +     

     

     
= +     

     

0
0

0
 

رتبۀ :Dمجموعه 
2 1
3 1
 
 
 
2بعدی 2ی فضا و مستق  تیی اس.Dعض ی 2پس مجم عه  اس. 2برابر  

  را

دستذاهبه بیان دیذر    ندمی ت  ید 
x

c c
y

1 2
2 1
3 1
     

+ =     
     

برای هر بردار  
x

y

 
 
 

 پایه Dدارد)   یلتا  ج ا  

2ای برای 
  (.اس 

نیستند  یلی از آنها مضر   مستق  تیی با آنله این مجم عه دو عض ی اس. اما بردارهایش  :Eمجموعه 

2م  د Eبعدی اس. پسیک زیرفضای یک Eدیذری اس.) پس زیرفضای ت  ید رده ت سط 
  (.نیس 

 ****** 

V
2

=  
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 های استاناارد  پایه 

3پایه استاناارد 
:                         e , e , e1 2 3

1
1

1

     
     
     
          

= = =

0 0
0 0
0 0

 

2M×2پایه استاناارد  ( ):                     e , e , e , e11 12 21 22
1 1

1 1
       
       
       

= = = =
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
 

3Pپایه استاناارد  ( ):                    2 31, , ,x x x 

 

 کلی:   به طور

 

nپایه استاندارد  -
    مجم عه , , , ne e e1 2   اس. و ndim n=  ( 

nیعنی  -
   یک فضای برداریn  بعدی روی میدان   (.اس 

 به ط ر  لی -
n

F  یک فضای برداری n بعدی روی میدان F   (.اس 

mپایه استاندارد  - nM ( )     مجم عه , , , mne e e11 12   اس. و m ndim M ( ) mn =  ( 

nPپایه استاندارد  - ( )    مجم عه n, , , ,x x x21   اس. و ndim P ( ) n 1= +  ( 

 

 

 

 

 

 

 ****** 
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Vدر فضای برداری   مثال: 4=   ی بعد زیر فضاW   (را بیابید) یک پایه برای آن بن یسید 

}W {(x ,x ,x ,x ) | x x x ,x x1 2 3 4 2 3 4 2 12= + + = =0 

 پاسخ: 

زیر فضای یک فضای چهاربعدی اس.) از طرفی دارای دو ررط تیی همذن اس. یعنی   Wروش اول:  

xمعادلات   x2 xو =12 x x2 3 4+ + = باید برقرار بارند) این معادلات  مستق  از یلدیذرند پس هر دام   0

Wdim ند:از آنها یک بعد از فضا  م می  4-1-1 2= =   

 :ت جه  نیم Wاعضای به رل روش دوم: 

 

and

and

(x ,x ,x ,x ) W x x x x x

x x x x x

1 2 3 4 2 1 4 2 3

2 1 4 1 3

2
2 2

  = = − −

 = = − −
 

 به این فرم هستند:  W ایبنابراین اعض

, }W {(x , x ,x , x x ) | x x1 1 3 1 3 1 32 2= − −  

 : زیر هستند بردار  دو تر یب تییاین بردارها 

(x , x ,x , x x ) x ( , , , ) x ( , , , )1 1 3 1 3 1 32 2 1 2 2 1 1− − = − + −0 0 0 

بردارهای   ( , , , ) , ( , , , )1 2 2 1 1− −0 0  دهند)  تشلی  می  W مستق  تیی هستند پس یک پایه برای 0

****** 

   مثال:

Vدر فضای برداری   M ( )2=     ماتریسB
2

1
 

=  
 

0
0

Wرا در نظر بذیرید) فرض  نید   V    زیرفضای

dimر ند)جا میجابه B هایی بارد  ه با ماتریس W    چند اس.؟ یک پایه برایW (بیابید 

 

W {A M ( ) | AB BA }2=  = 

 

 پاسخ:   

W    در یک فضای برداری چهار بعدی قرار دارد) یک راه آن اس.  ه ببینیم معاد هAB = BA   باعث ایجاد

راه دیذر آن    ر د)ر د) به ازای هر م دودی. یک بعد از فضا  م می ها میچند م دودی. مستق  روی درایه 

 را پیدا  نیم و یک پایه برای آن به دس. آوریم)  W اس.  ه با استفاده از این معاد ه  رل  اعضای 
 

x y x y x y
A W AB BA

z w z w z w

2 2
1 1

         
=   =  =         
         

0 0
0 0

 

x y x y
y ,z

z w z w

2 2 2
2
   

 =  = =   
   

0 0 
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 عدی اس.:ب دو زیرفضایی W بنابراین

x
W { | x,w }

w

x
x w

w

1
1

 
=  

 

     
= +     

     


0

0

0 0 0 0
0 0 0 0

 

}پس مجم عه دو عض ی  , }
1

1
   
   
   

0 0 0
0 0 0

 اس.)  Wپایه  

 

 ****** 

 بعا مجموع زیرفضاها 

 بارند داریم:   V زیرفضای W2وW1هرگاه 

( ) ( )1 2 1 2 1 2+ = + − W W W W W Wdim dim dim dim 

 در حا . تاص اگر جمع آنها از ن ع جمع مستقیم بارد:  

( )1 2 1 2 = +W W W Wdim dim dim 

زیرا در جمع مستقیم  ارتراک زیرفضاها 0  (.اس 

 

 ****** 

 

 

یزیرفضاها W2وW1مفرض  نیمثال: 
3

 اند:  رده ص رت تعریف  این هستند  ه به  

W

W

{(a,b,c) | a b c}

{(a,b,c) | a b c }

1

2

= = =

= + + = 0
 

dimص رت در این W W( )1     دام اس.؟ +2

 
1(   1 2(  2 

3(  3 4(  4 
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 پاسخ:  

W1وW2 ی فضای سه بعدیزیرفضا
3

a دو معاد ۀ همذن داریم:W1د درهستن  = b و b = c  :پس 
 

dim W1 3 1 1 1= − − = 

aیک معاد ۀ همذن داریم:W2در b c+ + =  پس:   0
dim W2 3 1 2= − = 

Wعض   (a,b,c)اگر بردار  W1 2    بارد بایدa b c= aو  = b c+ + = aدر نتیجه:    0 b ,c= = =0, 0 0    

 پس ارتراک آنها صفر بُعدی اس.) 

 W W dim W W1 2 1 2=  = 0 0 

 

W W W W W Wdim( ) dim dim dim( )1 2 1 2 1 2 1 2 3= + − =+ = + −  0 

 

 

 ****** 

dimبارند ط ری  ه   V بعدی از فضای برداری 4متمایز  زیرفضاهایی Wو  U فرض  نیممثال: V 6= 

Uابعاد مملن برای زیرفضای      ∩ V 14 دامند؟  اد تری ریاضی 10  ) 

 3یا   2  )2 2یا   1   )1

 4  )4 4یا   3  )3

 

 2 گزینهپاسخ: 

 U  و W  هستند)بعدی    4متمایز   زیرفضاهاییU ∩ V     همچنین  اس.)بعدی    4حدا ثر   U   و W   متمایز

Uپس  بعدی بارد) 4ت اندبا هم برابر نیستند پس ارتراک آنها نمی  پسهستند  Wdim( ) 3  ( 

 U + V فضایزیر V   اس. پسU Wdim( ) 6+   :از طرفی 

U W U W U W U Wdim( ) dim dim dim( ) dim( )8= −+ = + −  

 بنابراین:

(U W) (U W)dim dim8 6 2−   

U)در نتیجه:  W)dim2 3  

 ****** 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 پایۀ مرتب 

 گزاری  نیم به مجم عه را رماره  B) اگراعضای بارد Vبعدی n ای برای فضایپایه B فرض  نیم

 n, , , ,B 1 2 3=      برای یک پایۀ مرتبV   گ یند)می 

 مثال:  

,بردارهای  
1

1
   
   
   

0
0

2یک پایه برای فضای  
 ر ند) سازند) آنها به دو رل  مرتب می می 

,{ }1 2
1

1
 =  =   

      

0
},یا       0 }1 2

1
1

 =  =   
      

0
0 

 

 ****** 

 مختصات:  

 فرض  نیم n, , , ,B 1 2 3=     برداری برای فضایمرتب ای پایهV  هر بردار بارد (x ∈ V   به رل

,nر د) اسلا رهای یلتایمی ت  ید عناصر پایهیلتایی ت سط  , , ,c c c c1 2 3    :وج د دارند  ه 
 n nc c c cx 1 1 2 2 3 3=  +  +  + +   

 نامیم:می Bنسب. به پایۀ  xاین ضرایب را مختصات بردار  

 B

n

c

c

c

x

1

2

 
 
 =
 
 
 


 

 ****** 

 

xمختصات بردار مثال:
1
2
 

=  
 

Bرا نسب. به پایۀ مرتب   { , }1 2
1 2
1 3
   

=  =  =      
 بیابید؟  

c c
c c

c c c c
c c

,x 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2
1 2

1 1 2
2 1 3

2
3 2

1
1 1

+
= +

+

=     
=  +     = − =      =      

 

 به این پایه:   نسب. xمختصات بردار 

 B
c

c
x 1

2

-1
1

=
   

=    
  

 

 ****** 
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uبردارهای  مثال: ( , , ) ,u ( , , ) ,u ( , , )1 2 31 1 1 1 1 1= − = =0 0 دهند) مختصات  می  تشلی  3یک پایه برای  0

)بردار  , , )5 3 4 14اعل م  امپی تر نسب. به این پایه  دام اس.؟  = 10) 

1(     3 2 4 = 2(     1 2 4 = 

3(     3 1 4 = 4(      2 4 5 = 

 

 1گزینه   :پاسخ

مختصات این بردار   فرض  نیم   c c c1 2 3  بارد: =

c c c c c cu u u ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 2 2 3 3 1 2 35 3 4 1 1 1 1 1 1= + +  = − + + 0 0 0 
cبینیم  ه ها میبا امت ان گزینه c c,1 2 33 2 4,= =   ند) در معاد ه صدق می  =

 ****** 

با ضرایب حقیقی بارد و قرار دهید  3های حدا ثر از درجه ای فضای تمام چندجمله P3فرض  نیممثال:

W {f (x) P | f ''( ) }2 3 1 == Wو 0 {f (x) P | f '( ) }1 3 1 − ==  ( 1400عل م  امپی ترا؟ ) دام ص یح اس. 0
1(   W Wdim dim1 2 3= Wو = W P1 2 3+   

2(  Wdim 2 Wdimو   =3 1 Wو =2 W P1 2 3+ =  

3(   W Wdim dim1 2 3= Wو= W P1 2 3+ =  

4(    Wdim 2 Wdim و =3 1 Wو  =2 W P1 2 3+  
 

 3گزینه  :پاسخ

fیک ررط همذن به فرم W1بُعدی اس.)   4یفضای  P3روش اول:  '( )1− = دارد ) این م دودی.  بُعد را    0

Wdimدهد) پس یک واحد  اهش می  1 4 1 3= − fنیز یک ررط همذن به فرم W2)زیرفضای    = ( )1 = 0 

می واحد  اهش  یک  را  بعُد  Wdimدهد) پس  دارد  ه  2 4 1 3= − معاد ه   = دو  این  از    )  مستق   همذن   

Wیلدیذرند پس در W1 2 ر د:  دو بعد از فضا  استه میW Wdim 1 2 4 2 2= − = :در نتیجه  

W W W W W Wdim( ) dim dim dim1 2 1 2 1 2 3 3 2 4= + − =+ = + −  

W  اس.:  P3ت د P3بُعدی در  4تنها زیرفضای W P1 2 3+ = ( 
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fبه فرم  P3هر عض   روش دوم، تشریح کامل:  (x) ax ax cx d3 23= − +  اس.)   +

f (x) ax bx c

f (x) ax b

23 2
6 2

 =

 =

+ +

+
 

  نیم تا فرم اعضای آنها معل م ر د) می بررسیتر زیرفضاهای داده رده را دقیق 

W {f (x) P | f ( ) } {f (x) P | a b }c1 3 31 3 2 − =  == = − +0 0 

bپس ac 2 3=  ای مستق  تیی هستند:  تر یب تیی سه چندجمله  W1و اعضای −

Wf (x) f (x) ax x b a)x d a(x x) x db ( b( x)3 2 3 2
2 2 3 3 2= − = −  + + + + + + 

Wdimدر نتیجه  1  : W2) بررسی =3

W {f (x) P | f ''( ) } {f (x) P | a b } {f (x) P | b a}2 3 3 31 6 2 3 =  =  = −= = + =0 0 

 ای مستق  تیی هستند:  تر یب تیی از سه چندجمله  W2پس اعضای

Wf (x) f (x) ax ax cx d a(x x ) cx d
3 2 3 2

2 3 3= − = −  + + + + 

Wdimپس  2 3=  ( 

Wدر  W1 2  هر دو ررط برقرار اس. یعنیa b c3 2− + = bو  0 a3= ac) در نتیجه   − 9=−(   

Wاعضای W1 2  ای مستق  تیی هستند:  تر یب تیی دو چندجمله 

f (x) W W f (x) ax ax ax d a(x x x) d
3 2 3 2

1 2 3 9 3 9  = − − + = − − + 
Wپس  Wdim 1 2 2=  ا ن ن از قضیه اساسی استفاده  نیم ((W W )dim 1 2 Wپس   +=4 W P1 2 3+ = ( 

 ****** 

فرض  نیم  مثال: V x=    چندجمله تمام  همچنین  های  ایفضای  بارد)  حقیقی  ضرایب  با 

P (x) {f (x) V| degf (x) }=  1394 W)چنانچه 1394 {f (x) P (x)| f ( ) }=  =1394 2 مقدار    0

dim W  1395اد تری ریاضی  دام اس.؟ ) 

1(  1392 2(  1393 

3(  1394 4(   1395 

 3گزینه  :پاسخ

)دانیممی )dimP x1394 fبه ص رت    یک ررط همذن Wزیرفضای  )=1395 ( )2 = را   دارد  ه بُعد آن  0

Wdimدهد) پس  یک واحد  اهش می  1394= ( 
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 ****** 

nهای در فضای برداری ماتریس بعا چنا زیرفضاهای معروف n  روی میدان  

dim  های متقارن       ماتریس W (n n)
21

2= + T
W A A A{ : }= = 

dim  های پادمتقارن    ماتریس K (n n)
21

2= − T
K A A A{ : }= = − 

dim های بالامثلثی ماتریس U (n n)
21

2= + ij forU {A : a i j}= = 0 

dim  قیری     هایماتریس D n= ij forD {A : a i j}= = 0 

dim با ا ر صفر   قیری هایماتریس Z n 1= − A D AZ { : tr }= = 0 

dim های با ا ر صفر ماتریس H n
2 1= − H A A{ : tr }= = 0 

 

 ****** 

 قضیه وجود پایه

 . هر فضای برداری غیرصفر  دارای پایه اس.

 قضیه گسترش 

Aتیی بعدی بارد )هر زیرمجم عه مستق   n فضای برداریV فرض  نید ⊆ V   ت ان با افزودن تعداد مناسبی  را می

 تبدی   رد)یعنی هر مجم عه مستق  تیی زیرمجم عۀ یک پایه اس.)   Vک پایه برایی بردار مستق  تیی  به

 مثال:  

برداری  فضای  3در 
    مجم عه( , , ) ( , , )A { , }1 2 1 2 3 اس.   =1 تیی  مستق   عض ی  دو  زیرمجم عه  یک 

𝑦ر د صف ۀ ت  ید می A زیرفضایی  ه ت سط = 𝑥 + 𝑧      اس.) با انتخا  برداری  ه در این صف ه قرار ندارته

3ت ان یک پایه برای فضای سه بعدی می  Aنبارد و اضافه  ردن آن به
  (.سات 

دو سیر مستق  تیی از یک ماتریس مربع هستند) اگر سیر س م ط ری انتخا  ر د   Aتر بردارهای عض به بیان ساده

3 ه دترمینان ماتریس صفر نش د  سیرهای ماتریس یک پایه برای  
  ت اند بردار مثلا سیر س م می  سازند)می( , , )10 0 

 اس.:  Bقاب  گسترش به پایه   Aمجم عه بارد)

( , , ) ( , , ) ( , , )det A B { , , }

1 2 1
2 3 1 1 2 1 2 3 1 1

1

 
     =
 
  

0 00
0 0

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 قضیه کاهش )پالایش( 

ت ان با حذف عناصر غیرضروری از م  د فضای برداری بارد می A)اگر بعدی بارد n فضای برداری V  نید فرض

 رسید) یعنی هر م  د  رام  یک پایه اس.)  Vآن به یک پایه برای 

 مثال:  

)  مجم عه 2  در فضای برداری , ) ( , ) ( , ) ( , )A { , , , }1 2 2 4 3 1 5 را در نظر بذیرید) این مجم عه یک   =5

2م  د برای 
 اس.)   2ر د اس. زیرا رتبه ماتریسی  ه با این بردارها ساتته می

1 2
2 4

2
3 1
5 5

 
 
  =
 
 
 

rank (.با انتخا    اس

2یک زیرماتریس  2 ت ان از بین اعضای ه دترمینانش صفر نبارد میA   2یک پایه
 (مثلا دو سیر   برای پیدا  رد

)آتر مستق  تیی هستند) پس  , ) ( , )B { , }3 1 5 2یک پایه برای  =5
  (.اس 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 

****** 
 به دو مثال زیر و تفاوت آنها با هم توجه کنیا. 

****** 

 مثال: 

اگر V (a b c d, a b c, b c d, b c d ) a,b,c,d3 4 2 2 2 4 2 2 2= + + + + + + + − − − زیرفضای دبع آنذاه 

 V از
 (1398اعل م  امپی تر  ؟  دام اس.  4

1(  1 2(  2  3(  3 4(  4 

 پاسخ: 

 تر یب تیی چهار بردار اس.:   V هر بردار عض  

( a b c d, a b c, b c d, b c d )

a( , , , ) b( , , , ) c( , , , ) d( , , , )

3 4 2 2 2 4 2 2 2
1 2 3 2 2 -1 4 4 2 -1 2 2 -1

+ + + + + + + − − −

= + + +0 0 0
 

 

 برابر با رتبۀ ماتریس اس.)  Vسیری در یک ماتریس بن یسم  بُعد ست نی یا اگر این بردارها را به رل   

 )  )ناارد اما بهتر اس  که بردارها را ستونی بنویسیم رتبۀ ماتریستاثیری بر   (

A

1 3 4 2
2 2 4

2 2 2
-1 -1 -1

 
 
 =
 
 
 

0
0
0

 

 ( 

رتبۀ    ست ن س م مجم ع دو ست ن اول اس.)با حذف این سیر و ست ن   سیر چهارم مضر  سیر س م اس.) 

 اس. پس:  2ماتریس برابر با 

 dim V rank A 2= = 
 

****** 

 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 مثال: 

اگر W (a,b,c) a b ,a b c , a b c2 2= + = − − = + − =0 0 3از   W زیرفضای دبع آنذاه0
 .؟   دام اس 

1(  1 2(  2  3(  3 4(  4 

 پاسخ:  

 همان فضای ج ا  دستذاه همذن اس.)   Wبن یسم   A ماتریس  هایاگر ضرایب را به رل  سیر

 A W X AX3
1 2
1 -1 -1
2 1 -1

 
 

=  =  =
 
  



0
0 

 :   A برابر اس. با پ چی ماتریس  W هر برداربنابراین این بار بُعد  

AW , dimW N rank A3 3 = = − 

 ) اس.  2رتبۀ ماتریس    سیر س م مجم ع دو سیر دیذر اس. اما دو سیر اول مستق  تیی هستند پس 

 در نتیجه:

 dim W 3 2 1= − = 

****** 

 

های  اگر بردار تمرین: , ,1 2 3    اند؟ مستق  تیینیز دو مستق  تیی بارند آیا هر سه دوبه 

 پاسخ:  

دو مستق  تیی هستند اما تشلی   بهدو هر سیر از این ماتریس را یک بردار فرض  نید) آنها تیر  برای مثال  

 صفر اس.)  ماتریسدهند چ ن دترمینان سه بردار مستق  تیی را نمی 

1 1 2
3 -1
4 2

 
 
 
  

0
0

 

 

  فرض  نیم  :نتیجه , , , nA 1 2=       هر زیرمجم عه ا ید    ) اگرای از بردارها باردمجم عهA     مستق  

 نیز مستق  تیی اس.)  A  ت ان نتیجه گرف.  ه تیی بارد  نمی 

 

****** 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 ارتباط مجموع و اجتماع زیرفضاها                 

Wزیرفضای ت  ید رده ت سط اما  .زیرفضا نیس. زوماً اجتماع دو زیرفضا   W1 2 همان  W W1  ) اس.+2

W WW W + = 1 21 2 

 

 تغییر پایه:  قضیه  

,nبارد)     Fبعدی روی میدان    nفضای برداری Vفرض  نیم   , ,B { }1 2  = وn, , ,B { }1 2     = 

این رابیه     ′B همان بردار نسب. به     و مختصات   Bنسب. بهx بارند) مختصات بردار     Vدوپایه مرتب برای

 را با هم دارند:  

   
B B

X XP

= -1 

را نسب. به پایۀ   ′B هایش مختصات بردارهای عض  پایه ماتریسی اس.  ه ست ن  P پذیر ماتریس معل س 

B  دهند) نشان می 

   
B Bn BB B

X XPP -1
1 2 

       =          
=  

 

****** 

 تمرین: 

′B و پایه استاندارد  Bفرض  نیم  = {[
۲

−۷
] ,  [ 

۱ 
۴

]}  بارد)   ℝ۲برای   پایه مرتب دیذریک    

𝑋 ه مختصات بردار   را بیابید ماتریسی = [
 ۴ 
    ند)تبدی  می  ′Bرا به مختصات ت .   Bت .   [ ۵ 

 

 پاسخ:  

B = {e۱ = [
 1 
 0

] ,  e۲ = [  
0 
۱]} 

 

 

B′ = {α۱
′ = [

۲
−۷

] ,  α۲
′ = [ 

۱ 
۴

]} 
 

 

 پایۀ استاندارد اس.)  Bر د چ ن به سادگی ن رته می  Bرا نسب. به پایۀ  ′B مختصات بردارهای عض   

 

α۱
′ = [

۲
−۷

] = ۲e۱ − ۷e۲ 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 

α۲
′ = [ 

۱ 
۴

] = ۱e۱ + ۴e۲ 

 هستند:   Pهای ماتریس مختصات  ست ن این

P = [
۲ 1

−۷ ۴] 

 بنابراین:

P−1 =
1
1۵

[
۴ −1
 ۷ ۲ ] 

 نسب. به پایه استاندارد را به مختصات نسب. به پایه تبدی   نیم:  Xمختصات بردار 

 
[𝑋]𝐵′ = P−1[𝑋]𝐵  

 

[𝑋]𝐵′ =
1
1۵

[
۴ −1
 ۷ ۲ ] [

 ۴ 
 ۵ ] =

1
1۵

[
 11 
 ۳۸ ] 

 ****** 

 تمرین: 

,مجم عه   ,{ }1 2 3  =  یک پایه مرتب برایℝ۳ :.اس  ( , , ), ( , , ), ( , , )1 2 31 -1 1 1 1 1 =  =  =0 0 0 

Xمختصات بردار  (a,b,c)=   نسب. به پایه مرتب, ,{ }1 2 3  =   دام اس.؟  

1-  X (b c, b, a b c)2

= − − + 

2-  X (b c, b a, a c)2

= + − − 

3-  X (a b, b c, a c)2

= + + − 

4-  X (a b, b, a b c)2

= + − + 

 

 1گزینه  پاسخ: 

قرار   P  های ماتریساس.) آنها را در ست ن  ساده    تیلینسب. به پایۀ استاندارد  β ی  مختصات اعضان رتن  

 دهیم:  
 

P = [
1 1 1
۰ 1 ۰

− 1 1 ۰
]  

 را به دس. آوریم) آن برابر با یک اس.) معل س  P دترمینان

P−1 = [
۰  1 − 1
۰  1 ۰
1 − ۲ 1

] 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

[𝑋]𝛽 = P−1[𝑋]B = [
۰  1 − 1
۰  1 ۰
1 − ۲ 1

] [
a
b
c

] = [
۰  1 − 1
۰  1 ۰
1 − ۲ 1

] [
𝑏 − 𝑐

b
𝑎 − ۲𝑏 + 𝑐

] 

 

 ****** 

 تمرین:

کنیا (a,b,c,d)}فرض  | a b c ,b c }W 4=  = + − = می0 مولا  یک  گزینه  برای .کاام  Wنیمال 

 اس ؟  

1- {( , , , ),( , , , )}4 2 2 2 2 1 1 1= 

2- {( , , , ),( , , , )}2 1 1 3 2 1 1= 0 

3- {( , , , ),( , , , ),( , , , )}4 2 2 1 1 1 2 1 1 1= 0 0 

4- {( , , , ),( , , , ),( , , , )}4 2 2 2 2 1 1 1= 0 0 0 0 

 

 

 ۲گزینه  پاسخ: 

 زیرفضای W )ت اهیممی  Wهمان پایه اس.) یک پایه برای   نیمالم  د می  و  و دو ررط همذن اس.   4

bمستق    c− = aو    0 b c= dimدارد پس   + W = ۴ − ۲ = پایه دو عض ی دارد) گزینه ص یح     W ) پس  ۲

 : یابیمرا ب  Wرل  اعضای   باید دو عض ی بارد) با استفاده از دو ررط همذن

 
a b c ,b c a b ,c b

{( b,b,b,d) | b,d }W

= + − =  = =

 =  4

2

2

0
 

)  :به این فرم هستند Wاعضای  b,b,b,d) b( , , , ) d( , , , )= +2 2 11 10 0 0 0 

)  مستق بردارهای   , , , ) , ( , , , ) =  =1 22 11 10 0 0 و 1پس    هستند)  Wیک پایه برای  0 + 1 نیز یک  23

  پایه برای آن هستند)

 ****** 

 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 

  رونسکین

 تابع مشتق پذیر   دترمینان ماتریس زیر اس.:  nرونسلین 

(n 1) (n 1)(n 1)

...

...
, , ...,

...

n

n
n

n

f f f

f f f
(f f f )

f ff

1 2

1 2
1 2

21
− −−

  
 =


 

 

,ت ابع   , ..., nf f f1  مستق  تیی هستند اگر و تنها اگر رونسلین آنها تابع  اب. صفر نبارد)  2

 ****** 

}  آیا مجم عهتمرین:  x x , x , x }2 26 2 2 3 2+ + )یک پایه برای فضای برداری   − )P2    اس.؟ 

 پاسخ:  

)فضای )P2     سه بعدی اس. و این مجم عه هم سه عض  دارد)پس اگر مستق  تیی بارد  یک پایه برای

ت انیم از دترمینان ماتریس ضرایب استفاده  نیم) همچنین این فضا ت اهد ب د)برای تشخیص استقلال تیی می 

 نتسلین استفاده  نیم) وت انیم از رمی

 ماتریس ضرایب روش اول:

x x

x

x

+

+  = =

− +

2

2

6 2 6 2
2 2 1 -12+12
2 3 -2 3

0
0 0

0

 

 ای برای فضا نیس.) پس این مجم عه مستق  تیی نیس.) در نتیجه پایه

 استفاده از رونسلین :دومروش 

 

x x x x

x x ( x ) ( x)( x) x( x) ( x x )

+ + − +

+ = + + − + + − − + − + =

2 2

2 2
6 2 2 2 3
6 4 2 3 12 2 2 2 3 6 4 8 2 3 6 6 2
4 2

0
0

 

 ای برای فضا نیس.) پس این مجم عه مستق  تیی نیس.) در نتیجه پایه

 

 ****** 
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, های ت  ید رده ت سط ای فضای چندجمله  U فرض  نیدمثال:  x , x , x2 4   بارد) روی 61

xمختصات بردار  x x6 4 2 2+ − در پایۀ مرتب  − x , x x , x x , x2 2 4 4 6 61 1− − −     دام اس.؟  +

1- 

5
31

3 3
-1

 
 
 
 
 
 

 2- 

-3
51

2 3
-1

 
 
 
 
 
 

 

3- 

-5
-31

2 3
1

 
 
 
 
 
 

 4- 

-3
-51

2 -3
-1

 
 
 
 
 
 

 

 

 ۴گزینه  : پاسخ: 
 

x , x x , x x , x2 2 4 4 6 6
1 2 3 41 1 = −  = −  = −  = + 

 

p(x) x x x a( x ) b(x x ) c(x x ) d( x )

x x x (a d) ( a b)x ( b c)x ( c d)x

6 4 2 2 2 4 4 6 6

6 4 2 2 4 6

2 1 1

2

= + − − = − + − + − + +

 + − − = + + − + + − + + − +
 

 

a d

a b b d
d ,c ,b ,a

b c d b

c d

2
1 3 1 3 35

2 2 2 21 2
1

+ = −

− + = − + = −

   = − = − = − = − 
− + = − =

 − + =

 

[𝑝(𝑥)]𝛽

a

b

c

d

-3
-51

2 -3
-1

   
   
   = =
   
   
   

 

 ****** 
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    مثال:
Bفرض  نیم { , , }1 2 3=     3یک پایه مرتب برای    بارد) اگر, ,1 2 2 3 3 1 =   =   =      ماتریس آنذاه

Bتغییر مختصات از   { , , }1 2 3=    بهB { , , }1 2 3 =      دام اس.؟  

 

1- 

1
1

1

 
 
 
  

0 0
0 0
0 0

 2- 

1 1
1

1 1

 
 
 
  

0
0 0

0
 

3- 

1
1 1

1

 
 
 
  

0 0
0

0 0
 4- 

1
1

1

 
 
 
  

0 0
0 0

0 0
 

 

 ۴گزینه  :  پاسخ

 مختصات عناصر پایه جدید نسب. به پایه قبلی   ست ن های ماتریس هستند: 
 =   =  +  + 

 =   =  +  + 

 =   =  +  + 

1 2 1 1 2 3

2 3 2 1 2 3

3 1 3 1 2 3

1
1

1

0 0

0 0

0 0

 

P   در نتیجه:

 
 

=
 
  

1
1

1

0 0
0 0

0 0
 

 ****** 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

  تمرین:

Mفرض  نید ( )W 2     بارد) بعد این زیرفضا روی میدان  های متقارنفضای ماتریسزیر  و روی میدان

دامند؟                                                        TM ( ) | A, trAW {A A }2 = ==   0 
1- (W) (W)dim dim3 , 6= = 

2- (W) (W)dim dim2 , 2= = 

3- (W) (W)dim dim2 , 4= = 

4- (W) (W)dim dim3 , 3= = 

 

 ۴گزینه  :پاسخ

   :اس.پس به این فرم  و ا ر آن صفر اس. س.ا متقارنبارد  Wعض   ه  A مختلط هر ماتریس روش اول:

T a ib c id
A, trA A

c id (a ib)
A

+ + 
= =  =  

+ − + 
0 

ر د پس روی میدان اعداد مختلط ساتته می  c+idو   a+ibعدد مختلط  ۲ها با هر یک از این ماتریس 

(W)dim = ها ر د پس هر یک از این ماتریس) از طرفی هر عدد مختلط با دو عدد حقیقی ساتته می 2

dim(W)پس روی میدان اعداد حقیقیر د ساتته می  dو  cو   bو  a حقیقیعدد  ۴با  = 4 (   

 ر ند:  ت  ید می مستق  زیر ت سط دو ماتریس  Wروی میدان اعداد مختلط  عناصر  روش دوم:

A (a ib) (c id)
   

= + + +   
   

1 1
-1 1
0 0

0 0
 

dim(W)پس  =  Wعناصر ضرایب اسلا ر باید عدد حقیقی بارند پس   حقیقیروی میدان اعداد )  2

 ر ند: ت  ید می مستق  زیر ماتریس  چهارت سط 

i i
A a b c d

i i

       
= + + +       

       

1 1
-1 - 1
0 0 0 0

0 0 0 0
 

dim(W)پس = 4   . 

 ****** 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 Aفضاهای چهارگانه ماتریس 

 نامیم)می   rank A  برند پس هر دوی آنها را با هم برا A ابتدا یادآوری  نیم  ه رتبۀ سیری و رتبۀ ست نی
mاتریس  یک م Aفرض  نیم ا ن ن  × n     (حقیقی بارد 

X  بردار تابع اس.  ه هراین ماتریس مانند یک  ∈ ℝn   ه برداربرا  Y = AX ∈ ℝm  ند) تبدی  می  

𝐀: ℝn → ℝm 
 د: ورآوج د می به   ℝmو  ℝnچهار زیرفضا در  A ماتریس

 

 .)  سا rank Aبُعد آن برابر با رتبه   و ر دنشان داده می   C(A)با نماد  Aفضای ست نی  -1

    :    اس. ℝmو زیرفضای  ر دهای ت  ید مینت این زیرفضا ت سط س

C(A) = {AX |  X ∈ ℝ𝑛} 

C(A) ≤ ℝm 

 

nر د) بُعد آن  نشان داده می  N(A)با نماد  Aفضای پ چ  -2 − rank A  .اس(  

 )  Aۀ با تعداد ست ن ها منهای رتب اس.   برابربعد فضای پ چ به عبارتی 

AX    دستذاه همذن همان فضای ج ا  A فضای پ چ =  اس.)   0

 

N(A) = { X ∈ ℝ𝑛 |  AX = 0} 

 N(A) ≤ ℝn 

 

 

 rank A این فضا نیز  بعد   C(Aᵀ)یعنی  اس.  Aᵀهمان فضای ست نی  ه   Aفضای سیری  -3
 اس.)   ℝnاما زیرفضای .)سا

C(Aᵀ) = {AᵀY |  Y ∈ ℝm} 
C(Aᵀ) ≤ ℝn 

 

اس.  Yاس.) این فضا رام  تمام بردارهایی مانند   Aᵀهمان فضای پ چ  A چپپ چ فضای  -4

YᵀA  ه در رابیه =  ر د) ن رته می N(Aᵀ) نند و با نماد صدق می   0

mآن    بُعد − rank A    (.هاییعنی تعداد سیر اس A  (منهای رتبه آن 
{ Y ∈ ℝm |  YᵀA = 0} = { Y ∈ ℝm |  AᵀY = 0} = N(Aᵀ) 

N(Aᵀ) ≤ ℝm 
 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 : خلاصه

dim row A =  dim col A = rank A 

dim N(A)   =  n −  rank A 

dim N(Aᵀ)   =  m −  rank A 

 ****** 

Aست نی ماتریس فضای بعد فضاهای سیری و  مثال:

2 4
2 4 1
3 6 1

 
 

=
 
  

0 0
0

0
را بیابید) یک پایه برای هر  دام از   

   آنها بن بیسید)

 

 پاسخ:  

رای فضاهای سیری و ست نی به دس.  ن و هم پایه بتبدی  ماتریس به ماتریس سیری پللانی هم رتبه آبا 

 آوریم) می

A

2 4 1 2 1 2 1 2
2 4 1 2 4 1 1 1
3 6 1 3 6 1 3 6 1 1

       
       

= → → →
       
              

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
 

   )اس.  ی م  ر  عنصر هرسیر غیر صفر  او ین درایه  در ماتریس سیری پللانی

rank A     )دهد را نشان می اتریسم رتبهعناصر م  ری تعداد  = ۳ 

 برای فضای سیری هستند)  ایعناصر م  ری هستند پایه رام  سیرهایی  ه 

row(A) ( , , , ) , ( , , , ), ( , , , )}B {= 1 2 1 10 0 0 0 0 0 0 0 

 هستند) ست نیبرای فضای  ایرام  عناصر م  ری هستند پایه ه  هاییت نس

 

col(A)B { , , }

     
     =
     
          

1
1

1

0 0

0 0

0 0

 

 

 

 

 

 
 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 را بررسی  نیم)  Aماتریس فضای ست نی  مثال:

A

1 2
2 1
3 2

 
 

=
 
  

- 

A: ℝ۲ → ℝ۳ 
 :ها اس.   AX ها همان فضای رام  همهفضای ت  ید رده ت سط ست ن 

x y
x x

A x y x y
y y

x y

+       
          

= = − = +          
          +       

1 2 2 1 2
2 1 2 2 -1
3 2 3 3 2

- 

 

اس.) اگر دق.  نید همه بردارهای   ۲  رتبه ماتریس برابر با
x y

x y

x y

+ 
 

−
 
 + 

2
2
3

𝑧  در صف ۀ  = 𝑥 + 𝑦   قرار

 اس.)      ℝ۳   ه یک زیرفضای بعدیول اس.( ا م  فه س م مجم ع دو م  فه ا دارند 

 ****** 

 را بیابید)  W بعد مثال:
x

x
W { x ,x ,x ,x }

x

x

 
   
   = 
   
    

  



1

2
1 2 3 4

3

4

1 -2 -1
1 -2 3
2 -1 -3

0
0

0

 

 پاسخ:  

همان   W ر.) یعنیهای ماتریس ف ق ن ت ان به ص رت تر یب تیی از ست نعناصر این زیرفضا را می

 ست نی ماتریس اس.)فضای 
W {(x x x ,x x x , x x x ) | x ,x ,x ,x= 2 3 4 1 2 3 1 2 4 1 2 3 42 2 3 2 3- - - + - - } 

( ) ( ) ( ) ( )x , , x , , x , , x , ,(x x x ,x x x , x x x ) + + += 1 2 3 42 3 4 1 2 3 1 2 42 2 3 2 3 1 2 1 -2 -1 -2 3 -1 -3- - - + - - 0 0 0 

 

R  دو سیر اول مستق  هستند اما  رااس. زی  ۲برابر با  رتبه ماتریس  R R3 2 12 3= dimW  پس  − = ۲  ( 

 

 ****** 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 را بیابید)  N عدبُ مثال:

 
N {(x ,x ,x ,x ) | x x x , x x x x x x= = == 1 2 3 4 2 3 4 1 2 3 1 2 42 2 3 2 3- - - + - -0 0 , 0} 

 

 :  پاسخ

O

x

x
N {(x ,x ,x ,x ) | }

x

x

 
   
   
   
    

  

= =

1

2
1 2 3 4

3

4

1 -2 -1
1 -2 3
2 -1 -3

0
0

0

 

 

N  ها منهای رتبه ماتریس) عد آن برابر اس. با تعداد ست نفضای پ چ ماتریس ف ق اس.) بُ همان 

R  دو سیر اول مستق  هستند اما  رااس. زی  ۲برابر با  رتبه ماتریس  R R3 2 12 3=   س:پ  −

dimN = ۴-۲ = ۲ 
  

 ****** 

 قرار اس.: برفضای ست نی  عدبُ فضای پ چ و عدبُ در واقع این رابیه بین وجه:ت

 ) هاتعداد ست ن = N(Aبُعد ا+  C(Aبُعد ا

 ****** 

 تعیین  نید) از فضای سه بعدی را  U زیرفضایبُعد  مثال:
U {(a b ,b c ,c d) | a,b,c,d= + + + } 

 پاسخ: 

 اس.:  رایبضهای ماتریس ت نزیرفضای ت  ید رده ت سط س U زیرفضای

a

b
U { a,b,c,d }

c

d

 
   
   = 
   
    

 



1 1
1 1

1 1

0 0
0 0
0 0

 

dimU rankA U 33= =  =  

 

 ****** 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 تعیین  نید) بعدی را  چهار از فضای N زیرفضایبُعد مثال: 

N {(a ,b ,c,d) | a b d a c d=  = − = + 4 , } 

 پاسخ:  

N {(a ,b ,c,d) | a b d a c d=  − + = − − = 4 0 , 0} 

O

a

b
N {(a ,b ,c,d) | }

c

d

 
 

   =  =    
 
 

 4 1 -1 -1
1 -1 -1

0
0

 

 

N  (.پس: اس.  ۲  برابر بارتبه ماتریس فضای پ چ ماتریس ف ق اس 

dimN = ۴-۲ = ۲ 
 ****** 

 افضای پ چ چپ(   :مثال

 به این ص رت داده رده بارند:  Wو زیرفضای  Aفرض  نیم ماتریس 

                TW {X X A }=  = 3 0       A

 
 

=
 
  

-2 6 -1 3
-2 6 1 -3
1 -3 0 0

                              

 ا چند اس.؟ بُعد این زیرفض

 

 پاسخ:  

W  زیرفضای پ چ چپ A  اس.  ه برابر با فضای پ چ ترانهاده A  تعداد  اس. و بُعد آن برابر اس. با

 )  Aمنهای رتبۀ   A سیرهای 

 
T T TW {X X A } {X A X } W N(A )3 3=  = =  =  = 0 0 

 .) اس ۲ ت ن مستق  تیی داریم) پس رتبۀ ماتریست جه  نید فقط دو سها اگر به رابیه بین ست ن 
dim W rank A3 3 2 1= − = − = 

 ****** 

 

 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 چنا قضیه دربارۀ رتبۀ ماتریس  

rank Aاگر  -1 = m    ابرابر تعداد سیرها(  باردA اس.)  راس. معل س دارای  

 

rank A = m   ⇒   ∃B   AB = I 
 

 مثال:  

A rank(A)

AB

2×3
-2 3

2
1 -1

1 3
-2 3 1

1 2
1 -1 1

1 2

 
= = 
 

 
    

= =    
     

0
0

0 0
0 0

 

 

rank Aاگر  -2 = n   ها(  بارد  ابرابر تعداد ست نA اس.)  چپ معل س دارای  

rank A = n   ⇒   ∃C   CA = I 
 

 مثال: 

A rank(A)

CA

3×2

3 7

1 -1

8 -18

3 7
/1 /7

1 -1
/8 /1

8 -18

2

1
1

 
 

= =
 
  

 
    

= =          

0 0 0

0 0 -0

0
0

 

 

 

rank Aاگر  -3 = n = m    باردA دوس یه اس.)  معل س  دارای   

 

rank A = n = m   ⇒    AA⁻¹ = A⁻¹A = I 
 

 

nفرض  نید  -4 > m    بارد در این ص رت ماتریسAm×n    پذیر ر د  عل سم  چپاملان ندارد از

 ) برابر ر د m  بارتبه مملن اس. در بهترین حا . معل س پذیر ر د زیرا  راس.اما مملن اس. از  

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 تلاصه روابیی  ه در م رد رتبه و پ چی یک ماتریس گفته رد:  -5

 
 

𝐫𝐚𝐧𝐤 𝐀 ≤ 𝐌𝐢𝐧(𝐧, 𝐦) 

 
𝐝𝐢𝐦 𝐫𝐨𝐰 𝐀 =  𝐝𝐢𝐦 𝐜𝐨𝐥 𝐀 = 𝐫𝐚𝐧𝐤 𝐀 

 

 

𝐝𝐢𝐦 𝐍(𝐀)   =  𝐧 −  𝐫𝐚𝐧𝐤 𝐀 

 

 

 : (تر یب دو نذار. اس. مانند 𝐀𝐁 بینیم  هدرفص  بعد می اها بارۀ حاصلضر  ماتریس در -6

 

m n n kA ,B  

 

𝐫𝐚𝐧𝐤(𝐀𝐁) ≤ 𝐌𝐢𝐧(𝐫𝐚𝐧𝐤 𝐀, 𝐫𝐚𝐧𝐤𝐁) 

 

𝐫𝐚𝐧𝐤(𝐀𝐁) ≥ 𝐫𝐚𝐧𝐤 𝐀 + 𝐫𝐚𝐧𝐤𝐁 −  𝐧 
 
 

 مجم ع دو ماتریس: درباره رتبۀ  -7

 
 

m n m nA ,B  

 
𝐫𝐚𝐧𝐤(𝐀 + 𝐁) ≤ 𝐫𝐚𝐧𝐤 𝐀 + 𝐫𝐚𝐧𝐤𝐁 

 

 

 

 

rankAا   ماتریس مربع معل س پذیر  -8 =  n = m) ۀ در رتبAB  وBA رتبه   گذارد یعنیا یری نمی ت

 :   ندرا حفظ می  Bماتریس 
 

rank AB = rank B 
 

rank BA = rank B 
 

 

 

 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 
  96عل م ریاضی  

nAفرض  نیم مثال: M ( )   وrankA k=   ص رت  دام گزینه ص یح اس.؟  در این  0

1- rankA k2 = 

2- rankA k2  

3- 
k

i
i iA A s.t rankA

1
1

=

= = 

4- n iA A A A s.t rankA1 2 1= = 

 

 ۳گزینه    پاسخ:

 

rankA k=  سیر غیرصفر مستق    kرا با ماتریسی هم ارز دانس.  ه فقط  Aت ان ماتریس میپس   0

م از آنها فقط در یک  ماتریس در نظر بذیریم  ه هر دا kتیی دارد و سایر سیرهای آن صفر هستند ) حالا 

دام از آنها رتبۀ یک دارند و  بینیم  ه هر   هستند و سایر سیرهایشان صفر اس. می   Aسیر غیرصفر مانند 

 اس.)   Aمجم ع آنها 

 رده اس.:   یس با رتبۀ یک تبدی ربه مجم ع دو مات اس. و  ۲   ۀ آنرتب ه زیر ماتریس مانند 

     
     

= +
     
          

9 2 9 2
4 5 1 4 5 1

0 0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 زیرفضاهای متعاما 

   عم دند)  W همه بردارهایی  ه بر همه اعضای  زیرفضایی اس. رام     ⊥W بارد     ℝnزیرفضای  W  اگر یک

م د ب دن قاب  تعریف بارد ع  لیا بته این تعریف مختص فضای نیس. و در هر فضای برداری  ه ضر  دات

 نیز قاب  تعریف اس.) 

 

   W ≤ V    ⇒     W⊥ = {u ∈ V | ∀v ∈ W   u ⋅ v = 0} 
 

Vدر فضای  مثال: = ℝ۳ : 
W {(a,b,c) | a b d

W {(x, y,z) | ax by cz (a,b,c) W

= = +

⊥ = + + =  

}

0 }

 

گذرد   زیرفضای متعامد آن یک تط اس.  ه بر آن صف ه عم د اس. و از  یک صف ه اس.  ه از مبد  می 

 گذرد)  ی مبد  م

 

 :بعدی مانند n برداری ر فضایدر ه  نکته:

 W W W W W W⊥ ⊥ ⊥=  + =  0 
 

dim W dim W n W W V⊥ ⊥+ =  =  = 
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        W ≤ V         ⇒          W ⊥ =  { u ∈ V   |   ∀ v ∈ W       u ⋅ v = 0 }


  W


   W ⊥


   ℝ n


  W


  ۲


  ۳


  rank   BA = rank   B


  rank   AB = rank   B


  BA


  AB


  rankA =   n = m


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 + 𝐁 ) ≤ 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 + 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 𝐁 ) ≥ 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 + 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁 −   𝐧


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 𝐁 ) ≤ 𝐌 𝐢 𝐧 ( 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 , 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁 )


  𝐀 𝐁


  𝐝 𝐢 𝐦   𝐍 ( 𝐀 )     =   𝐧 −   𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀


  𝐝 𝐢 𝐦   𝐫 𝐨 𝐰   𝐀   =   𝐝 𝐢 𝐦   𝐜 𝐨 𝐥   𝐀 = 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀   ≤ 𝐌 𝐢 𝐧 ( 𝐧 , 𝐦 )


  m


   A  m × n


  n > m


  rank   A = n = m       ⇒       AA ⁻ ¹ = A ⁻ ¹ A = I


  rank   A = n = m


  rank   A = n       ⇒     ∃ C       CA = I


  rank   A = n


  rank   A = m       ⇒     ∃ B       AB = I


  rank   A = m


  ۲


  dimN = ۴- ۲ = ۲


  ۲


  dimN = ۴- ۲ = ۲


  ۲


  dimW = ۲


  ۲


   ℝ ۳  


  z = x + y


  ۲


  A :  ℝ ۲ →  ℝ ۳


  rank   A = ۳


  dim   N ( A ᵀ )     =   m   −   rank   A


  dim   N ( A ᵀ )     =   m   −   rank   A


  dim   N ( A )     =   n   −   rank   A


  dim   N ( A )     =   n   −   rank   A


  dim   row   A   =   dim   col   A = rank   A


  N ( A ᵀ ) ≤  ℝ m


  N ( A ᵀ ) ≤  ℝ m


   {    Y ∈  ℝ m   |     Y ᵀ A = 0 } =  {    Y ∈  ℝ m   |     A ᵀ Y = 0 } = N ( A ᵀ )


  A


  m − rank   A


  N ( A ᵀ )


  Y ᵀ A = 0


  A ᵀ


  C ( A ᵀ ) ≤  ℝ n


  C ( A ᵀ ) ≤  ℝ n


  C ( A ᵀ ) =  { A ᵀ  Y   |     Y ∈  ℝ m }


   ℝ n


  rank   A


  C ( A ᵀ )


  A ᵀ


  N ( A ) ≤  ℝ n


  N ( A ) =  {    X ∈  ℝ  n   |     AX = 0 }


  AX = 0


  n − rank   A


  C ( A ) ≤  ℝ m


  C ( A ) ≤  ℝ m


  C ( A ) =  { A  X   |     X ∈  ℝ  n }


   ℝ m


  rank   A


   ℝ m


   ℝ n


  𝐀 :  ℝ n →  ℝ m


  Y = AX ∈  ℝ m


  X ∈  ℝ n  


  m × n


  rank   A


  ۴


  ۲


  ۴


  ۴


     [ p ( x ) ]  𝛽


  ۴


   dim ⁡ W = ۴ − ۲ = ۲


  ۲


     [ X ]  𝛽 =  P  − ۱    [ X ] B =  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]  [    a   b   c ] =  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]  [    b − c   b   a − ۲ b + c ]


   P  − ۱ = ​ ​ ​  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]


  P = ​ ​ ​  [    ​ ۱  ​ ۱  ​ ۱   ۰  ​ ۱  ۰   ​ − ۱  ​ ۱  ۰ ] ​ ​ ​


  P


    β


  ۱


   ℝ ۳


     [ X ]    B ′ =  ۱  ۱ ۵  [    ۴  − ۱     ۷  ۲ ]  [     ۴     ۵  ] =  ۱  ۱ ۵  [      ۱ ۱      ۳۸  ]


     [ X ]    B ′ =  P  − ۱    [ X ]  B


   P  − ۱ =  ۱  ۱ ۵  [    ۴  − ۱     ۷  ۲ ]


  P =  [    ۲  ۱   − ۷  ۴ ​ ]


   α ۲ ′ =  [      ۱    ۴ ] = ۱  e ۱ + ۴  e ۲


   α ۱ ′ =  [    ۲   − ۷ ] = ۲  e ۱ − ۷  e ۲


      B ′


   B ′ =  {   α ۱ ′ =  [    ۲   − ۷ ] ,     α ۲ ′ =  [      ۱    ۴ ] }


  B =  {   e ۱ =  [     1      0 ] ,     e ۲ =  [        0    ۱ ] }


   B ′


  X =  [     ۴     ۵  ]


   ℝ ۲


   B ′ =  {   [    ۲   − ۷ ] ,     [      ۱    ۴ ] }  


      B ′


   B ′


  y = x + z    


  A ⊆ V


  x ∈ V


  U + V


  U ∩ V


  U ∩ V


  b = c


  a = b


  AB = BA


   {    Y ∈  ℝ m   |     Y ᵀ A = 0 } =  {    Y ∈  ℝ m   |     A ᵀ Y = 0 } = N ( A ᵀ )


  N ( A ᵀ ) ≤  ℝ m


  x ∈ V


  N ( A ᵀ ) ≤  ℝ m


  dim   row   A   =   dim   col   A = rank   A


  dim   N ( A )     =   n   −   rank   A


  dim   N ( A )     =   n   −   rank   A


  dim   N ( A ᵀ )     =   m   −   rank   A


  dim   N ( A ᵀ )     =   m   −   rank   A


  rank   A = ۳


  A :  ℝ ۲ →  ℝ ۳


  ۲


  z = x + y


  A ⊆ V


   ℝ ۳  


  ۲


  dimW = ۲


  ۲


  dimN = ۴- ۲ = ۲


  ۲


  dimN = ۴- ۲ = ۲


  ۲


  rank   A = m


  rank   A = m       ⇒     ∃ B       AB = I


  y = x + z    


  rank   A = n


  rank   A = n       ⇒     ∃ C       CA = I


  rank   A = n = m


  rank   A = n = m       ⇒       AA ⁻ ¹ = A ⁻ ¹ A = I


  n > m


   A  m × n


  m


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀   ≤ 𝐌 𝐢 𝐧 ( 𝐧 , 𝐦 )


  𝐝 𝐢 𝐦   𝐫 𝐨 𝐰   𝐀   =   𝐝 𝐢 𝐦   𝐜 𝐨 𝐥   𝐀 = 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀


  𝐝 𝐢 𝐦   𝐍 ( 𝐀 )     =   𝐧 −   𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀


  ۴


  U ∩ V


  rank   A


  m × n


  X ∈  ℝ n  


  Y = AX ∈  ℝ m


  𝐀 :  ℝ n →  ℝ m


   ℝ n


   ℝ m


  rank   A


   ℝ m


  C ( A ) =  { A  X   |     X ∈  ℝ  n }


  U ∩ V


  C ( A ) ≤  ℝ m


  C ( A ) ≤  ℝ m


  n − rank   A


  AX = 0


  N ( A ) =  {    X ∈  ℝ  n   |     AX = 0 }


  N ( A ) ≤  ℝ n


  A ᵀ


  C ( A ᵀ )


  rank   A


   ℝ n


  U + V


  C ( A ᵀ ) =  { A ᵀ  Y   |     Y ∈  ℝ m }


  C ( A ᵀ ) ≤  ℝ n


  C ( A ᵀ ) ≤  ℝ n


  A ᵀ


  Y ᵀ A = 0


  N ( A ᵀ )


  m − rank   A


  A


  AB = BA


   B ′


  𝐀 𝐁


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 𝐁 ) ≤ 𝐌 𝐢 𝐧 ( 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 , 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁 )


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 𝐁 ) ≥ 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 + 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁 −   𝐧


  𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 ( 𝐀 + 𝐁 ) ≤ 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤   𝐀 + 𝐫 𝐚 𝐧 𝐤 𝐁


  rankA =   n = m


  AB


  BA


  rank   AB = rank   B


  rank   BA = rank   B


  ۳


      B ′


  ۲


  W


   ℝ n


   W ⊥


  W


        W ≤ V         ⇒          W ⊥ =  { u ∈ V   |   ∀ v ∈ W       u ⋅ v = 0 }


   B ′ =  {   [    ۲   − ۷ ] ,     [      ۱    ۴ ] }  


   ℝ ۲


  X =  [     ۴     ۵  ]


   B ′


  B =  {   e ۱ =  [     1      0 ] ,     e ۲ =  [        0    ۱ ] }


   B ′ =  {   α ۱ ′ =  [    ۲   − ۷ ] ,     α ۲ ′ =  [      ۱    ۴ ] }


      B ′


   α ۱ ′ =  [    ۲   − ۷ ] = ۲  e ۱ − ۷  e ۲


  a = b


   α ۲ ′ =  [      ۱    ۴ ] = ۱  e ۱ + ۴  e ۲


  P =  [    ۲  ۱   − ۷  ۴ ​ ]


   P  − ۱ =  ۱  ۱ ۵  [    ۴  − ۱     ۷  ۲ ]


     [ X ]    B ′ =  P  − ۱    [ X ]  B


     [ X ]    B ′ =  ۱  ۱ ۵  [    ۴  − ۱     ۷  ۲ ]  [     ۴     ۵  ] =  ۱  ۱ ۵  [      ۱ ۱      ۳۸  ]


   ℝ ۳


  ۱


    β


  P


  P = ​ ​ ​  [    ​ ۱  ​ ۱  ​ ۱   ۰  ​ ۱  ۰   ​ − ۱  ​ ۱  ۰ ] ​ ​ ​


  b = c


   P  − ۱ = ​ ​ ​  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]


     [ X ]  𝛽 =  P  − ۱    [ X ] B =  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]  [    a   b   c ] =  [    ​ ۰  ​   ۱  ​ − ۱   ۰  ​   ۱  ۰   ​ ۱  ​ − ۲  ۱ ]  [    b − c   b   a − ۲ b + c ]


  ۲


   dim ⁡ W = ۴ − ۲ = ۲


  ۴


     [ p ( x ) ]  𝛽


  ۴


  ۴


  ۲

