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 دترمینان 
 
 

 جابجایی   حلقه

,K)ساختار جبری , )+   های یک میدان به  دار( است هرگاه تمام ویژگیجابجایی )جابجایی یک  حلقهیک
در حلقه جابجایی، لزومی ندارد که هر عنصر غیرصفر دارای وارون  :  ا داشته باشدویژگی ر جز احتمالا دو  

kلازم نیستضربی باشد. در حلقه جابجایی  k
  باشد.  10

 مانند:  .است جابجایی حلقههر میدان یک  مثال:

p( ), ( ), ( ), ( ), , , , , , , ,+  +  +  +  

 دارای وارون است.  ها هر عنصر غیرصفر،در این میدان

 . است جابجایی حلقه اما یک  مجموعه اعداد صحیح با جمع و ضرب معمولی اعداد یک میدان نیست  مثال:

)در ), ,+    دارای وارون هستند.  1-و1فقط اعداد 

2 
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  تابع خطی
T  تابع : V W→   برداری فضای  دو  میدان بین  بردارروی  جفت  هر  برای  هرگاه  گوییم  خطی  را 

, V   و ضریبc     :داشته باشیم 
T( ) T( ) T( ) +  =  +  
T(c ) cT( ) =  

 توان در یک معادله خلاصه کرد:  البته هر دو شرط را می 
T(c ) cT( ) T( ) +  =  +  

 در فصل سوم و چهارم توابع خطی را بیشتر مطالعه خواهیم کرد.

 
 مثال: 

fفقط توابع به فرم به  در بین توابع از (x) kx=  .خطی هستند 

fتابع  (x) x=
 خطی نیست زیرا: 2

f (a b) (a b) a b ab
f (a b) f (a) f (b)

f (a) f (b) a b







+  +
+ = + = + +

+ = +

2 2 2

2 2
2

 

 
g(x)تابع  x= +2  خطی نیست زیرا: 5

f (a b) (a b) a b
f (a b) f (a) f (b)

f (a) f (b) a b a b






+ = + + = + +
+  +

+ = + + + = + +

2 5 2 2 5
2 5 2 5 2 2 10

 

 
 
 

 است: یک تابع خطی  Traceتابع مثال: 

 
nM

A A

F : ( )

F( ) tr

→

=


 

tr(A B) tr(A) tr(B), tr(cA) c tr(A)+ = + = 

  خطی – nتابع 

کنیم  nو  جابجایی    حلقهیک    Kفرض  n KM ( )  ماتریس رویمجموعه  تابع     باشد.  K های 

n n K KD : M ( ) با فرض ثابت بودن سایر کدام از سطرها   نامیم هرگاه نسبت به هرمی  خطی   – n را  →

ام ماتریس باشد،  با فرض ثابت بودن سایر سطرها داشته  iسطر     iسطرها، خطی باشد. به عبارتی اگر  
 باشیم: 

i i i iD( c ) D( ) cD( )  +  =  +  
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 :  خطی  – n ساخت یک تابع

nهرگاه از هر سططر ماتریس nA   دقیقا یک درایه را انتخاب کنیم و در هم ضطرب کنیم، حاصطلضطرب
nهایروی ماتریس خطی – nآنها یک تابع  n  .است 

nتابع مثال: nD : M ( ) → را با این ضابطه در نظر بگیریم: 

a a a

D( a a a ) a a a

a a a

=

 
 
 
  

11 12 13

21 22 23 12 23 31

31 32 33

5  

D تابعn – با فرض ثابت بودن سایر سطرها، نسبت به سطر دوم خطی است: برای مثال است.   خطی 

a a a

D( a a a )

a

c c a a a

a

c c

a

=

 
 
 
  

11 12 13

21 22 23 12 23 31

31 32 33

5 

a a a

D( a a a a a a )

a

c ac c c aca a a a a a a a

a a

( )    + + + = + = +

 
 
 
  

11 12 13

21 21 22 22 23 23 12 23 23 31 12 23 31 12 23 31

31 32 33

5 5 5 

 

 : قضیه

nاز هر سطر   اگر  الف: nA   یدقیقا یک عنصر انتخاب کنیم، حاصلضرب آنها تابع n –   .خطی است 

 خطی است. – n تابعی ،خطی – n ترکیب خطی از توابع هر ب:

 : مثال
 فرم هستند:  این به 2×2خطی روی ماتریس های -2همه توابع 

a a
A D(A) a a a a a ac a ac c

a
c

a 1 2 3 4
11 12

11 22 11 21 12 22 12 21
21 22

= = + + +
 
  
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  :تابع دترمینان و متناوبتابع 

  باشد:  برقرار دو شرط هرگاه این گوییم متناوبرا  Dخطی - nتابع 

D(A).داشته باشیم: یکسان باشند Aاگر دو سطر از -1 = 0  

D(Aآنگاه:  باشد Aاز دو سطر بجاییجا حاصل Aاگر -2 ) D(A) = −. 

  شود:نامیده می دترمینان تابع باشد داشتهنیز را  زیر باشد و شرط متناوب Dتابع حال اگر 

D(I)برای ماتریس همانی داشته باشیم:   -3 = 1  

 :مثال 
 کنید: مشاهده   2×2برای ماتریس های زیر را خطی  -n توابع

a b

c d
D ( ) ac bd

 
 
 

= +1 4 2 

a b

c d
D ( ) ad bc

 
 
 

= −2 3 3 

a b

c d
D ( ) ad bc

 
 
 

= −3 

D1  را ندارد تابع متناوب شرایط  .D2   .متناوب است اما شرط سوم را نداردD3   متناوب است و شرط
 سوم را نیز دارد پس یک تابع دترمینان است. 

 : قضیه
nبرای هر   nهاییکتا برای ماتریستابع دترمینان یک  1 n  .وجود دارد 

برای مثال فرمول  
a b

c d
det ad bc

 
 
 

=  است.  2×2تنها فرمولی است که تابع دترمینان برای   −

 

 محاسبه تابع دترمینان: 

های  فرمول بازگشتی بر حسب دترمینان ماتریس روش اول:تابع دترمینان به دو روش قابل محاسبه است. 

 . ضرب های جایگشتیاز حاصل ترکیب خطی  به شکلفرمول مستقیم  روش دوم:، کوچکتر
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 بازگشتی برای دترمینان فرمول

nدترمینان ماتریس  D(A)فرض کنیم nA   باشد وijD  دترمینان ماتریسi jA( باشد که از حذف یک   (

 صورت: آید، در اینبه دست می  Aسطر و ستون 

i j
n

ij ij

j

( )D(A) a D (A)+

=

=
1

-1 

 یا یک ستون برای محاسبه دترمینان استفاده کرد. روی یک سطرگسترش  از  تواناین فرمول می  طبق

 مثال:  

 دترمینان ماتریس زیر با استفاده از گسترش روی سطر سوم محاسبه کنیم. 

A

 
 

=
 
  

2 2
4 4 6
5 1

0

0
 

D(A) ( ) ( ) ( )= − + − + −3+1 3+2 3+32 2 2 2
1 (5) 1 (1) 1 ( )

4 6 4 6 4 4
0 0

0 

D(A) = − + =(5)(-8) (1)(4) ( ) -440 

 ها دترمینان بر حسب جایگشت 

n(kفرض کنیم  ,k ,k , , k ) = 1 2 )جایگشتی از اعداد  3 , , , , n)1 2 با تعدادی   باشد.  جایگشت  3

)جابجایی جفت عناصر از , , , , n)1 2 جایگشت را  ها زوج باشد  آید. اگر تعداد جابجاییبه دست می 3

nدرحالت  مثلانامیم. صورت آن را فرد می این نامیم. در غیرزوج می  = های زوج و فرد  جایگشت 3

 عبارتند از: 

 جایگشت زوج جایگشت فرد

( , , )

( , , )

( , , )

3 2 1

2 1 3

1 3 2

 

( , , )

( , , )

( , , )

1 2 3

2 3 1

3 1 2
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)تعداد جفت های جابجا شده برای رسیدن از   mاگر  , , , , n)1 2 n(kبه   3 ,k ,k , , k ) = 1 2 3

 شود:چنین تعریف می  باشد، علامت جایگشت 

m m even
sgn ( )

m odd
 = =

+1
-1

-1
 

 همچنین
nk k k nka a a a

1 2 31 2 3    را حاصلضرب جایگشت نامیم و بامیP( )  دهیم. نشان می 

nn k k k nk(k ,k ,k , ,k ) P( ) a a a a
1 2 31 2 3 1 2 3 =   = 

nدترمینان ماتریس  nA   آید:  از این رابطه به دست می 

n

m

k k k nkD ( ) P( ) ( )sgn a a a a
1 2 32 31-1

 

 = =   

 شوند. ظاهر می است  !nها که تعدادشان  این مجموع همه جایگشت در 

 فرمول ساروس  مثال:

3دترمینان ماتریس  آوریم: ها به دست می را با استفاده از جایگشت  3

P( ) sgn  

a a a11 22 33 +1 ( , , )1 2 3 

a a a12 23 31 +1 ( , , )2 3 1 

a a a13 21 32 +1 ( , , )3 1 2 

a a a13 22 31 -1 ( , , )3 2 1 

a a a12 21 33 -1 ( , , )2 1 3 

a a a11 23 32 -1 ( , , )1 3 2 

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a+ + − − −= 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

11 12 13
21 22 23
31 32 33
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 (adjA)ماتریس الحاقی  

جفت   هر  ,i)برای  j)    ماتریسi jA( سطر  ( حذف  ستون   iاز  ماتریس   jو  می   Aاز  دست  وبه   آید 

ijD (A) Adet (i j)=  اسکالر.i j

ij (A)( ) D
اگر  نامیممی  Aماتریس    jو ستون  iهمسازۀ سطر   را  1-+  .

 . آیدبه دست می  (adjA)ماتریس الحاقی بگیریم ترانهاده و از آن ها را بنویسیم، ماتریس همسازه 

3مثلا برای ماتریس    داریم:   3

T
D (A) D (A) D (A)

D (A) D (A) D (A)

D (A) D (A) D (A)

adjA

−

− −

−

=

 
 
 
 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

 

 ******** 

 ایم:محاسبه کرده را  Aماتریس همسازه و ماتریس الحاقیمثال:  

T
adjAA D D  == = =

     
     
     
     

2 -6 -2 1 7 -
4

- -
-

2 18 24
5 4 2 18 1 - 1- -

- -
6 1 4 34

2 3 1 24 34 8 7 6 8

0
 

 ******** 

Aفرمول عمومی  
-1 : 

nماتریس  - nA   است اگر و تنها اگر  )نامنفرد(پذیر معکوسdet A  پذیر باشد.  اسکالری معکوس 

nۀ در حلق - nM ( )   ( های صحیحهای با درایهماتریس)پذیرند که  هایی معکوس ، ماتریس

 معکوس پذیرند.    1فقط  زیرا در باشد.  1-یا  1+دترمینان آنها 

nدر  - nM ( )  به طور کلی در   پذیرند که دترمینان آنها مخالف صفر باشد.هایی معکوس ماتریس

n n FM ( )  برای هر میدان   چنین است(F . ) 

پذیر بودن به  معکوس   و دهیمانجام می  هروی میدان اعداد حقیقی محاسب فرضبه صورت پیش  -

detاین معناست که   A   باشد.   0

A،  در همه این موارد -
 آید: در صورت وجود از این رابطه به دست می ،  1-

det A (A ( ) adjA)=
-1 -1 
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 ******** 

 را در صورت وجود بیابید:  A  وارون ماتریسمثال: 

A =

 
 
 
 

1 -1
3 2

2 5 5

0
0 

 پاسخ: 

det A ( ) ( )= + + − − + + =15 6 1 110 0 0 0 

 پذیر است. وارون Aدترمینان غیرصفر است پس 

T

A adjA
det A

−
= = =

   
   
   
   

1
5 4 -6 5 -5 3

1 1 1-5 7 -5 4 7 -211 11
3 -2 3 -6 -5 3

 

A و Aضرب  فقط برای تمرین حاصل
به دست  ماتریس همانی کنیم تا ببینیم که را حساب می  1−

 آید:می

AA
−
= = =

       
       
       
       

1
1 -1 5 -5 3 11 1

1 13 2 4 7 -2 11 111 11
2 5 5 -6 -5 3 11 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
 

 ******** 

Mدرحلقه  : مثال ( )3×3 ماتریسA  پذیر است.مقادیر ممکن برای معکوسtr A  کدامند؟ 

A m

m

=

 
 
 
 

1 -1
5

5 5

0
0  

1(  7 11, 2(  7 15, -  3(  11 15, - 4(  11 5- , 
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 2گزینه    پاسخ:

Mابتدا توجه کنیم که در   ( )3×3  درایه ها عدد صحیح هستند پسm  .ماتریس  باید عددی صحیح باشدA 

detپس    پذیرمعکوس  A  پذیر در باید عددی معکوس  .1-  و  1+مجموعه اعداد صحیح فقط  در  باشد 

detپس  پذیرند معکوس  A  باشد.   1-یا   1+ باید 

det A m m= − +
2 25 5 

det A m m m

det A m m m + −

=  + − =   =  

− 
= −  + − =   =  = =


2

2

1 5 26 129
5 111 5 24 121 3, 82

0

0
 

trace A m= +2 traceپس 1 A = traceAیا   7 = -15   . 

 ******** 

 های دترمینان: ویژگی

nهرگاه یک سطر یا یک ستون ماتریس - nA  صفر باشد :  det A = 0. 

detهرگاه یک سطر)ستون( مضربی از سطر)ستون(  دیگر باشد:    - A = 0. 

 شود.ضرب می bضرب شود، دترمینان نیز در  bهرگاه یک سطر)ستون( در  -

nماتریس هرگاه  - nA  درb ضرب شود، دترمینان درn
b شود. ضرب می 

-                                     n
det (bA) b det(A)= 

 شود. ها( دترمینان قرینه میبا جابجایی هر جفت از سطرها )ستون -

detتابع دترمینان جمعی نیست.   - (A B) det (A) det (B)+  +. 

det  تابع دترمینان ضربی است: - (AB) det (A) det (B)= . 

m   ضربی بودن دترمینان داریم: به دلیل - m
det (A ) (det (A))= . 

mبه ویژه برای    - = det   داریم: 1− (A)
det (A ) (det (A))

− −
==

1 1 1 . 

- A  وترانهادۀA   :دترمینان برابر دارندt
det (A ) det (A)= . 
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A  ماتریس   :مثال =

 
 
 
 

2 3 4
1 5 2

-2 1 3
)را در نظر بگیرید.اگر  )f (x) det xI A= ای مشخصه این  چندجمله   −

fماتریس باشد، مقدار  (    (1399)علوم کامپیوتر   ؟کدام است   0(

1(  -36 2(  -49  3(  36 4(  49 

 2گزینه    پاسخ:

xبا قرار دادن   =  داریم:  fدر تابع0

f ( ) det( A) det( A) ( ) det(A) det(A) ( )= − = − = − = − = − − + + − − =31 3 12 4 4 9 4 -490 0 0 0 

 ******** 

Aفرض کنیم :مثال

 
 
 =
 
 
 

1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

 (1396)علوم کامپیوتر  برابر کدام گزینه است؟ Aدترمینان ،

1(  6 2(  12  3(  18 4(  24 
 

 2  گزینه پاسخ:

 با اعمال سطری مقدماتی ماتریس را به ماتریس بالامثلثی تبدیل کنیم.

 

R R R

R R R

R R R

R R R

R R R R R R

A

 −

 −

 −

 −

 −  −

   
   
   

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   
   
   
   

   
   
   

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   
  
  
   

=

2 2 1
3 3 1
4 4 1

33 3 2
7 64 4 2 4 4 3

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 0 1 2 3
1 4 9 16 0 3 8 15
1 8 27 64 0 7 26 63

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 0 1 2 3
0 0 2 6 0 0 2 9
0 0 12 42 0 0 0 6




 

 
 اصلی است. قطرعناصر دترمینان ماتریس بالا مثلثی حاصلضرب 

detA =    =1 1 2 6 12 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 ******** 

Aفرض کنیم: مثال

 
 
 
 
 
 
 

=

1 2 3 4
5 6 7 8
9 1 11 12

13 14 15 16
0

 (1396برابر کدام گزینه است؟ )علوم کامپیوتر  Aدترمینان  ،

1(  6 2(  0  3(  120 4(  24 

 2  گزینه پاسخ:

 از سطر چهارم، سطر سوم را کم کنیم.از سطر سوم، سطر دوم را کم کنیم.

A

     
     
     

→ →     
     
     
     

=

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8
9 1 11 12 9 1 11 12 4 4 4 4

13 14 15 16 4 4 4 4 4 4 4  4
0 0

 

 دو سطر ماتریس برابرند پس دترمینان صفر است.  

 ******** 
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 دترمینان چند ماتریس معروف:  

 دترمینان ماتریس واندرموند  -1

i j
j i n

(x x )

n

n

n
n n n

x x x

x x x

x x x

  

−

−

−

−

=









1

2 1
1 1 1

2 1
2 2 2

2 1

1

1

1

  

 مثلا:

( )( )( )= − − − =

2

2

2

1 2 2

1 4 4 4 2 7 2 7 4 3

1 7 7

0 

 ******** 

Aفرض کنیممثال: 

 
 
 =
 
 
 

1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

 (1396برابر کدام گزینه است؟ )علوم کامپیوتر   Aدترمینان  ،

1(  6 2(  12  3(  18 4(  24 
 

 2  گزینه پاسخ:

xماتریس واندرموند با پارامترهایترانهاده بگیریم،    Aاگر از x x x= = = =1 2 3 41, 2, 3,  آید.  به دست می  4

tA A

   
   
   =  =
   
   
   

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 1 2 4 8
1 4 9 16 1 3 9 27
1 8 27 64 1 4 16 64

 

 بنابراین: 

detA ( )( )( )( )( )( )= − − − − − − =2 1 3 1 4 1 3 2 4 2 4 3 12 

 ******** 
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nدر ماتریس واندرموند به جای ستون  -2

ix
 اگر حاصلضرب سایر عناصر را قرار دهیم دترمینان  1−

 کند. برای مثال:  تغییری نمی

 

a a bcd a a a

b b acd b b b

c c abd c c c

d d abc d d d

(b a)(c a)(d a)(c b)(d b)(d c)= = − − − − − −

2 2 3

2 2 3

2 2 3

2 2 3

1 1

1 1

1 1

1 1 
 

3دترمینان ماتریس -3  زیر نیز شناخته شده است:  3

a a

b b (b a)(c a)(c b)(a b c)

c c

= − − − + +

3

3

3

1

1

1

 

اش همه یک باشند  های غیر قطریاین فرمول برای محاسبۀ دترمینان هر ماتریس مربع که درایه  -4

 شود: استفاده می

 

a

b
abcd ( )

a b c dc

d

+

+

+

+

= + + + +

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 11
1 1 1 1
1 1 1 1

 

   : بنویسیداگر مخرج یک کسر صفر بود فرمول را به این شکل  

abcd bcd acd abd abc+ + + + 
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Aفرض کنیم: ثالم

 
 
 −
 
 
 
 
− 

=

1 1 1 2
1 1 2 1
1 3 1 1
3 1 1 1

 برابر کدام گزینه است؟  Aدترمینان  ،

1(  6 2(  0   3(  36 4(  46 

 پاسخ: 

tA A

+

− −

+

− −

= = =

2 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 1 1 3 1 1
1 1 3 1 1 1 1 2 1
1 1 1 3 1 1 1 1 4

 

A ( )( )( )( )( ) − − + − + −= =1 1 1 11 3 2 4 1 46
1 3 2 4

 

 ******** 

 داریم:  qو ایجاد تصاعد حسابی با اندازه گام دلخواه  aدلخواه با شروع از مقدار  -5

 

a a q a q a q
a a q a q

a q a q a q a q
a q a q a q

a q a q a q a q
a q a q a q

a q a q a q a q

+ + +
+ +

+ + + +
+ + + = =

+ + + +
+ + +

+ + + +

2 3
2 4 5 6 7

3 4 5
8 9 1 116 7 8

12 13 14 15

0 , 0
0

 

4دترمینان این ماتریس  -6 شود  که متقارن است و از مربعات اعداد صحیح ساخته می 4

 صفر است: 

=

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6
4 5 6 7

0 
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 :  برای حل دستگاه معادلات خطی فرمول کرامر

فرض کنید

n

x

x
X

x

=

 
 
 
 
 
 



1

2
AXجواب دستگاه معادلات خطی    B=  باشد. اگر دترمینانA  غیرصفر باشد

   فرمول کرامر به دست آوریم:  ارا بixتوانیم مقدار می

i
i

det A

det A
x = 

 

 ایم. را قرار دادهBام آن مقادیر iاست که به جای ستون  Aهمان ماتریس iAماتریس
 

 ******** 

 این دستگاه معادلات خطی را با فرمول کرامر حل کنید. :  مثال

x x

x x

− =


+ =

1 2

1 3

2 3 2
4 12

 

 :  پاسخ

A ,B
−   

= =   
   

2 3 2
1 4 12

 

x x

−

−−
= = = = = =1 2

2 3 2 2
12 4 1 1244 22

11 112 32 3
1 41 4

4 2 

 

 ******** 
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