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 ها  بردارها و ماتریس                                         
 

 

 میدان

 د:نباش شرایط برقراراین نامیم هرگاه را میدان میبا دو عمل جمع و ضرب  F مجموعه ناتهی

- F .نسبت به جمع و ضرب بسته باشد  

 د.نپذیر باششرکت ضربجمع و  هر دو عمل -

 (.باشندجمع و ضرب خاصیت جابجایی داشته باشند)آبلی  هر دو عمل -

- F  که باضرب باشد  عضو خنثیجمع و  عضو خنثیدارایF
Fو 0

  شوند.داده مینشان  1

xهر - F  دارای قرینه جمعیx F−   .باشد  

xهر - F { }− xدارای وارون  0 F
1−   .باشد  

,xبرای هر - y, z F  :داشته باشیمx(y z) xy xz+ = y)و + z)x yx zx+ = + .  

- F F
0 1. 

 توان به این شکل خلاصه کرد:شش ویژگی اول را می

)F  الف: ,  گروه آبلی باشد. +(

)F  ب:  { } , )− 0 .گروه آبلی باشد 

 

1 
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) درزیرا  .  نیست  مجموعه اعداد صحیح با جمع و ضرب معمولی اعداد یک میدان  مثال: , , )+    بسیاری

2برای مثال   از عناصر، وارون ندارند.    اما=  
-1 12

2
  . 

 

)مجموعه اعداد گویا با جمع و ضرب معمولی اعداد یک میدان است. در واقع مثال:   , , )+   کوچکترین
  میدان نامتناهی است. 

 
   و اعداد مختلط. مجموعه اعدادگویا، اعداد حقیقی، های نامتناهی معروف عبارتند از: میدانمثال: 

( , , ),( , , ),( , , )+  +  +  

 در میدان اعداد مختلط داریم: 

(a + ib) + (c + id) = (a + c) + i(b + d)

(a + ib)× (c + id) = (ac bd) + i(ad + bc)−
 

 

     pمتناهی  میدان

nصححیح به ازای هر عدد  nمجموعه 0 { n }, 1 , 2 ,... , -1=  n با اعمال جمع و ضحرب به پیمانه  0
 یک میدان است.  pمجموعه   pیک حلقه است اما فقط برای اعداد اول

 
 :3میدانمثال: 

,در میدان سه عضوی ,{ }3 1 2= ,شود.به عبارتیانجام می  3جمع و ضرب به پیمانهاعمال     0 ,1 20  
,kنماینده k , k3 3 1 3 2+ عضو خنثی ضرب است. در این میدان    1عضو خنثی جمع و    0هستند.       +

+ =1 2 هستند. همچنین یکدیگرقرینه  1و 2پس0 =2 2  است.   2وارونۀ 2پس  1

 :2میدانمثال: 

}در میدان دو عضوی   }= 2 ,  کوچکترین میدان است.  2  شود.انجام می  2جمع و ضرب به پیمانه    10

+در این میدان   =1 1  خودش است.   قرینه 1پس 0

  :6حلقه مثال:

}در ساختار جبری   , }= 6 , 1 , 2 , 3 4 ,  عدد اول نیست  6شود. میانجام    6جمع و ضرب به پیمانه  50
برابر  2وارون ندارد. یعنی ضرب هیچ عنصری در    2اگر دقت کنید عنصر برای مثال  میدان نیست.     6پس

ضرب دو عنصر غیر صفر ممکن است صفر شود مثلا    6  در  نیست. 1با    =3 2 ها  در میدان   0

     یک حلقه هست اما یک میدان نیست. 6شود.گاه ضرب دو عنصر غیرصفر، برابر صفر نمی هیچ 
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 ی میدان:مشخصه

xبرای هر   را که به ازای آن nکوچکترین عدد طبیعی  F داشحته باشحیم
Fnx =   Fی میدانمشحخصحه  0

pkداریم pk هر.برای است  p عدد اول pی میدان متناهینامیم. مشخصهمی = 0 . 

 :نکات مهم

,های نامتناهی  میدان   - ,  نامیم. های با مشخصه صفر می   را میدان آنها    مشخصه طبیعی ندارند 

  است عضو    mpمتناهی دارای  های متناهی دیگری نیز وجود دارند. اما هر میدان  علاوه بر میدان  -
mعددی اول و   pکه   1  چون    عضوی وجود ندارد   15عضوی یا    6مثال میدان    است. برای

زیرا  عضوی وجود دارند.  32و25های اما میدان  شوددر تجزیه آنها بیش از یک عدد اول ظاهر می 
 این اعداد توانی از یک عدد اول هستند. 

 است. pعضوی عدد اول   mpمشخصه هر میدان  -

 
 :  nFبردارها در

n   تایی مرتبn

n

X

x

x

x

1

2
= 

 
 
 
 
 
 




فرض بردارها را ستونی نامیم .به صورت پیشمی  F  یک بردار روی میدان را    

nبرای هر جفت بردار   دهیم.نمایش می
X, Y     اسکالر هروc  ضرب اسکالر    عمل جمع بردارها و، عمل

 شود:به این صورت تعریف می 

n n n n n

x y x y cx

x y x y cx
X Y X

x y x y cx

c,

+

+
+ = =

+

       
       
       + =
       
              



1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 

  .بردار صفر، عضو خنثی عمل جمع است  نامیم .هایش صفر هستند را بردار صفر می برداری که تمام مولفه 

X : جمع بردارها خاصیت جابجایی دارد Y Y X+ =  . است −Xدارای بردار قرینه   Xهر بردار . +

 

n  نتیجه:
   .با عمل جمع بردارها یک گروه آبلی است 
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 )یادآوری(نمایش هندسی جمع بردارها

در روش مثلث با  دهد.الاضلاع را نشان می شکل سمت چپ روش مثلث و شکل سمت راست روش متوازی 

  نقطه که  کنیم. برداری  را رسم می  Vبردار   Uکنیم، از انتهای  را رسم می  Uشروع از نقطه دلخواه، بردار 

Uشروع را به نقطه پایان برساند،   V+  است. در روش متوازی الاضلاع هر دو بردار را با شروع از یک نقطه

کنیم، قطر متوازی الاضلاع که از نقطه شروع  کنیم. از انتهای هر کدام، موازی با دیگری خطی رسم می رسم می 

Uرسد به راس مقابل می  V+  .است  

 

 

 
 

 

 Uبه انتهای   Vقطر دیگر متوازی الاضلاع که از انتهای

Uشود بردار رسم می  V−   .است 
 

 
 ترانهاده بردار:

برای تبدیل نمایش ستونی دهیم. عملگر ترانهاده، را به شکل ستونی نشان می هابردارفرض، به صورت پیش

 شود:به سطری یا بالعکس استفاده می 

 T

n

n

x

x
X X x x ... x

x

=  =

 
 
 
 
  


1 2

1

2 
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 :  داخلی بردارهاضرب 

,Xیا   X.Yرا با  Yو Xهای ( بردار اینقطه ) ضرب داخلی Y    دهیم و به این صورتنشان می  

 شود:تعریف می 

n nX Y x y x y x y = + + +1 1 2 2 

Tای را به صورت ضرب نقطه  حاصل ضرب داخلی دو بردار، یک اسکالر است
X Y   دهیممینشان نیز . 

 مثال:  

 T
X , Y X Y X Y

     
     
     
     
     

= =  = = = + + =

2 5 5
3 4 2 3 1 4 1 12 2 24
1 2 2

0 

 خاصیت جابجایی دارد: بردارها  ضرب داخلی

X Y Y X =  
******* 

 شود:ضرب داخلی به این صورت تعریف می  روی میدان اعداد مختلط توجه: 

n nX Y x y x y x y = + + +1 1 2 2 

y  مختلط عدد مزدوجy مثلا.  است : 

i i
X , Y X Y ( i)( i) ( )( i) i

i

− +
 − − + + −

−
= = = =
   
   
   



2 3 3 2
2 3 3 2 1 1 1 3

1 1
0 0

0
 

******* 

 نُرم بردار( ) اندازه بردار

nدر فضای اقلیدسی
 اندازه بردارX  را باX آید:از این رابطه به دست می دهیم و نشان می   

nX x x x+ + += 1 2
2 2 2 

 وجود دارد: این رابطه ، و ضرب داخلی اندازه برداربین 

X X X=
2 
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******* 

توان تعریف کرد. در برخی فضاهای ریاضی، برای  نرم یا اندازه بردار را به شکل های دیگری نیز می  توجه: 

pمثال در فضای  
L   نرم بردار به صورتp

n

p p p

p
X ( )x x x+ + += 

1

1 های  فضاها ونرم شود.تعریف می 2

مورد استفاده  دیگری نیز وجود دارند که به برخی از آنها در مباحث کاربردی جبرخطی و جبرخطی عددی  

nدر حال حاضر تمرکز ما بر فضای   .گیرندقرار می 
 با نرم اقلیدسی است  . 

******* 

 های ضرب داخلی  ویژگی

   زاویه بین دو بردار -

 داریم:   باشدVوUبین دو بردار  حاده زاویه اگر -

U V U V cos. = 

  

U.Vبرهم عمودند اگر و تنها اگر Vو Uبردارهای غیرصفر تعامد: - = 0   . 

cosاز آنجا که    نامساوی شوارتز: -   داریم:  VوUبرای هر جفت بردار  1

U.V U V 

 داریم:  اندازه برداربه معنای هندسی  توجهبا  نامساوی مثلث: -

U V U V+ + 
 

 ی کسینوس: قاعده 

رابطه  از این  ضلع روبرو به زاویه  به شکل توجه کنید.

 آید: به دست می 

cosc a b ab= + − 
2 2 2 2 

 
 

برای 
 =

2
  شود.قضیه فیثاغورث حاصل می  
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   نتیجه:

 :  داریمباشد  Vو Uزاویه حاده بین بردارهای  اگر

U V U V U V cos

U V U V U V cos

2 2 2

2 2 2
2

2

+ = + + 

− = + − 

  

 ترکیب خطی:

بردارهای 
mU , U , , U...1 اسکالرهای و  2

mc ,c , , c...1 را در نظر بگیرید.   2
m mc U c U c U+ + +1 1 2 2 

 نامیم. بردارها میاین را یک ترکیب خطی از 

 

3سه مساله در فضای 
: 

,Uفرض کنیم  V, W
3

    سه بردار غیرصفر باشند. مجموعه همه ترکیبهای خطیcU   تشکیل دهنده چه

برای   مساله  همین  فضاست؟  در  ترکیبهای  شکلی  همه  aUمجموعه  bV+   ترکیبهای همه  مجموعه  و 

aU bV cW+  چه پاسخی دارد؟   +

Uبرای بردار غیرصفر  1:
3

  مجموعه همه ترکیبهایcU شامل گذرنده از مبدأ وی خطU  .است 

 
,Uبرای بردارهای غیرصفر  2: V 

aUمجموعه ترکیبهای 3 bV+  صفحه گذرنده از مبدأ و شاملU 

  گذرنده از مبدأ وی به جای صفحه، خط مضرب هم باشند، Vو Uاگر  البته، )شکل راست( است Vو

 . )شکل چپ(  آیدبه دست می  Vو  Uشامل
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: ,Uبرای بردارهای غیرصفر  3 V, W
3

    مجموعه همه ترکیبهایaU bV cW+ تمام فضای  +
3 

صفحه گذرنده از آنها و مبدأ به    اگریکی از آنها ترکیب خطی دوتای دیگر باشد البته، )شکل راست( است

خط گذرنده از آنها و مبدأ به دست   اگر هرسه بردار مضرب یکدیگر باشند،و  ، )شکل وسط( آیددست می 

 . )شکل چپ(  آیدمی

 

 
 

Uبردارهای ترکیبهای خطیهمه مجموعه به شکل زیر توجه کنید. مثال: 

1
2
1

=

 
 
 
 

V و  

2
4
3

=

 
 
 
 

عبارت    

Uهای به فرم  است از همه ترکیب  V

a b

a b a b

a b

+

+ = +

+

 
 
 
 

2
2 4

3
یدهد )صفحه یک صفحه را تشکیل می و   

y x= دستگاه  (. 2
a b

a b

a b

2 4
2 4 1

3 2

+

+

+

   
   =
   
   

Bجواب ندارد زیرا نقطه  

4
1
2

=

 
 
 
 

 روی این صفحه قرار ندارد.  
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 های خطی محدب: ترکیب 
از فضای دو نقطه متمایز Vو Uاگر  فرض کنید

 راستا هستند.هم  باشند که انتهای دو بردار غیر 3

aUترکیبهای خطی  مجموعه الف: bV+  که در آنهاa b+  . است Vو U  خط گذرنده از، 1=

 

 

aUترکیبهای خطی  مجموعه ب: bV+ که در آنهاa b+ a,bو   1= 10 خطپارهUV    را تشکیل

 گوییم. میVوU  دهند. به آنها ترکیبات خطی محدبمی

aبرای مثال به ازای   پ: b= = 1
2

Uترکیب خطی   V+1 1
2 2

   دهد.را نشان می  UVنقطه وسط پاره خط   

 

   مثال:

همیشه  ABروی پاره خط  اند.شده   نشان داده  Bو  Aهای خطی محدب  تعدادی از ترکیب زیر  در شکل  

 شویم. بزرگتر شود به آن نزدیکتر می  Aضرایب نامنفی هستند و مجموع آنها یک است. هرچه ضریب 
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 (Projection)تصویر

i  برای هر  n1   گاشتن n

i : →  یبردار مولفه هر ازi مثلا دهد.را می ام آنx

x
x2

1
2

2

 
 
 

 = . 

nنگاشت  n

iP : →  را به تصویرش روی محور  بردار  هرi مثلا کند. تبدیل می ام 
x

x x
P 1
2

2 2

   
   
   

=
0

   . 

 

 

  :Vامتداد در Xتصویر 

  آید:به دست می از این رابطه   Vبردار   در امتداد X، تصویر بردارترحالت کلی در 

 

V

V, X
P (X) V

V, V

 
=
 

 

 به عبارتی داریم: 
T

V T

V XP (X) V
V V

= 

 

vخودتوان است به این معنا که تصویر نگاشت  v vP P (X) P (X)=  در واقعv vP P2 = . 
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 صفحه   بر برداریک   تصویر

است. به همین دلیل، پای عمود است و از   خطروی  Xنزدیکترین نقطه به   بر خط   Xتصویر گفتیم که 

 . ( است ، به نوعی نماینده خطاست   هادی خط بردارVبردار )آید:  این رابطه به دست می 

T

V T

V V

V V V V
( ) V VP X, X
X

,

 

 
= = 

 توانیم فرمول بالا را به این شکل بنویسیم:  با استفاده از ویژگی جابجایی ضرب اسکالر ، می 

T T

V ( ) ( )P V V V V1X X
−= 

خواهیم  نوشته شده است. حالا می  Xاین فرم از این نظر جالب است که به شکل ضرب یک عبارت جبری در 

 بر یک صفحه بنویسیم.  Xمشابه این فرمول را برای یافتن تصویر

 X. تصویر دهدمی  را تشکیل دو بردار غیرصفرباشند که ترکیبهای خطی آنها صفحه   Vو Uفرض کنیم 

ماتریساست.  روی صفحه Xنزدیکترین نقطه به  بر صفحه   U|VA تواند نماینده آن صفحه  می  =

 آید:  از این رابطه به دست می  بر   X، تصویرباشد

T T
AP ( ) A(A A) A1X X

−= 
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X  نقطه تصویر مثال: =

 
 
 
 4

0
که از نقاط  هصفحبر  0

1 
 
 
 

0
0

2- و 
2

 
 
 
 

0

   گذرد کدام است؟و مبدأ می 

 

 

T دانیم می پاسخ:  T
AP ( ) A(A A) A1X X

Tابتدا عبارت جبری  =− TA(A A) A1−  .را محاسبه کنیم 

 |

T T

U VA

A A (A A)

= =

= =  =

 
 
 
 

 
      
           

 

-1

1
-2
2

1
1 11 1-2 88 8-2 2

2

0

0

0

0
0 00 0

0
0 00

0

 

T T
A(A A) A = =

   
     
        

  

-1
1 8

8 11 1-2 4 -48 81 -2 2 -4 42

0 0 0
0 0 0

0 0
0 0 00

 

T T
AP ( ) A(A A) A1

8
1 4 -4 -28

-4 4 4 2
X X

−

     
     

= = =
     
          

0 0 0 0
0 0
0
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 مختصات قطبی 

در فضای
xبردار  2

y
V

 
 
 

V  این بردار ۀاندازرا با شروع از مبدأ در نظر بگیرید. = x yr = += 2 2
 

,r)با داشتن زوج  Vبردار  باشد   زاویه آن با جهت مثبت محور افقیاست. اگر   )  شود. مشخص می

   این روابط نیز برقرار است:

x r cos , y r sin=  =  

sinقائم  با جهت مثبت محور Vاز طرفی زاویه  cos =   است وsin cos =  توان  پس می

  نوشت:

x r cos , y r cos=  =   

 

 های هادی کسینوس 

در فضای
3

فرض کنیم     
T

V x y z= و برداری دلخواهx y zr + += 2 2 و 1 ، 2و   اندازۀ آن 2

3 صورت:  در این  .دنباشمحورهای مختصات با جهات مثبت آن  زوایای 

 

 

x r cos

y r cos

z r cos

= 

= 

= 

1

2

3
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Uبردارهای.کنید دقت زیر  به شکل  مثال: =

 
 
 
 

1
2
1

Vو  =

 
 
 
 

2
4
3

های راستا نیستند و مجموعه همه ترکیب هم 

U    ترکیبهایخطی آنها یعنی  V

a b

a b a b

a b

+

+ = +

+

 
 
 
  

2

2 4

3

yی)صفحه  دهد.تشکیل می  یک صفحه  x= 2  .)

دستگاه   

a b

a b

a b

+

+

+

   
   =
   
      

2 4

2 4 1

3 2

Bجواب ندارد زیرا نقطه  =

 
 
 
  

4

1

2

 این صفحه قرار ندارد.   روی 

 

 
 

 

 ضرب خارجی بردارها 

  دو بردار ضرب خارجی 
T

U u u u= 1 2 و3 
T

V v v v= 1 2   واست عمود بر هر دوی آنها  برداری 3

   آید:از این رابطه به دست می 

 
T

i j k

U V u u u u v u v , u v u v , u v u v

v v v

 = = − − −



2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 11 2 3

1 2 3
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 توجه: 

Uضرب خارجی بردارها خاصیت جابجایی ندارد بلکه:     - V V U = −   

sinبا   ،اندازه ضرب خارجی -      :رابطه دارد   U V U V sin = 

 

 السطوح حجم متوازی 

با قدرمطلق  حجم آن جعبه ، نشان دهندرا  ( متوازی السطوح)یک جعبه کنج  Cو  A ،Bهای بردار  اگر

(A B) C    .نامیم. گانه بردارها می را ضرب سه  عبارتاین برابر است 

 

 

 

 * * * * * * 

 است؟چقدر  شود ساخته میCو A،Bالسطوحی که با بردارهای حجم متوازی  مثال:

 

 

A i j k

B i k

C j k

2
2 3

7 4

= + −

= − +

= −

 

 

  پاسخ:  

   
T T

i j k

A B C1 2 1 6 1 4 7 4
2 3

, = − = − = −

−



0
0

 

A B C volume7 16 23 23( )   = − − = −  =0 

 * * * * * * 
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 هاماتریس

mرا یک ماتریس Fعناصحر میدان   از سحتون  nسحطر و mای دوبعدی باآرایه n  رویF عناصحر نامیم. می

 هایها از پرکاربردترین اشیاء ریاضی هستند. مجموعه همه ماتریسنامیم. ماتریسهای آن میماتریس را درایه

m n روی میدانF را باm nM (F) دهیم. نشان می 

  : هاجمع و تفریق ماتریس

درایه های نظیر با و در آن   شحودهای با ابعاد یکسحان تعریف میبرای ماتریسجمع و تفریق دو ماتریس فقط 

 شوند.هم جمع یا تفریق می

a a a b b b a b a b a b

A a a a , B b b b A B a b a b a b

a a a b b b a b a b a b

+ + +

= =  + = + + +

+ + +

     
     
     
          

11 12 13 11 12 13 11 11 12 12 13 13

21 22 23 21 22 23 21 21 22 22 23 23

31 32 33 31 32 33 31 31 32 32 33 33

 

 هاست.هایش صفر است، عضو خنثی عمل جمع ماتریسماتریس صفر که تمام درایه

 ضرب اسکالر در ماتریس: 

cسکالر برای هر ا F  ماتریس ،cA با ضربc یهادر تمام درایهA آید.به دست می 

a a a ca ca ca

A a a a cA ca ca ca

a a a ca ca ca

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

   
   

=  =
   
      

 

 : هاضرب ماتریس

نتیجۀ  برابر باشحد. B سحطرهای  با تعداد   Aهای که تعداد سحتون شحده اسحت فقط وقتی تعریف  ABماتریس

nضحرب ماتریس mA   در ماتریس m kB     ماتریسn kC  اسحت. درایهijc   داخلی برابر اسحت با ضحرب

 :Bام jدر ستون  Aامiسطر

m

ij ip pj
p 1

c a b
=

=  

  نویسند: هم می صورترا به این  رابطه این
j

ij i(AB) A B=  

 .است B امjستون jBو Aامiسطر iAکه 
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 مثال: 

b
a a a b a b a ba

A B b (AB)
a a a b a b a ba

b

,

11
11 13 11 11 12 21 13 3112

2 3 3 1 21 2 1
21 23 21 11 22 21 23 3122

31

  

 
+ +    

= = =     + +     

 

  شوند: چنین تعریف میهای آن توان باشدماتریس مربع  Aاگرتوجه: 

k kA AA,A AA ,...,A AA2 3 2 1−= = = 

 ماتریس همانی: 

1 و سایر درایهها صفر هستند.   ماتریس همانی، ماتریس مربعی است که درایه های قطر اصلی آن  

I I = =

 
   
    

 

2 2 3 3

1
1

1
1 1

0 0
0

0 0
0 0 0

 

 کنیم: دلتای کرونکر برای نشان دادن درایه های ماتریس همانی استفاده میاز 

ij n n ij i, j n

i j
, I ( )

i j
  

=
 = = 

 1
1
0

 

mبرای ماتریس های  m ،ماتریس m mI   ،است:عضو خنثی عمل ضرب از هر دو طرف 

m m m m m m m m m m m mA I A , I A A     = = 

mماتریس های برای  n ماتریسn nI  از راست وm mI   شوند.ضرب میبه صورت خنثی از چپ  

m n n n m n m m m n m nA I A , I A A     = = 

 توجه:  
یکسان  باشند،    هردو تعریف شده  BAو   ABها خاصیت جابجایی ندارد. حتی وقتیضرب ماتریس لزوماً 

ABدر اغلب اوقات  نیستند و  BA    به همین دلیلn n n(AB) A B. برای مثال  : 

(AB) ABABAB A B= 3 3 3 
 .شوندمیهای مربع با هم جابجا برخی ماتریس در حالات خاصالبته 

 به نمونه جالب زیر توجه کنید: مثال:

n n n nA , B

1 1 1 1
1

1

 = =

   
   
   
   
      









0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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با  ها صفر هستند. سطر اول، ثابت یک است و سایر درایه Bستون اول، و در ماتریس Aدر ماتریس

 داریم:  BAو ABمحاسبه

n

AB , BA= =

   
   
   
   
      









1 1 1
1 1 1

1 1 1

0 0
0 0 0

0 0 0

 

 میدان اعداد مختلط: هایی ازهای با درایهضرب ماتریسمثال: 

i i i 1 i
A , B AB , BA

i i i i i i

1 2 1
2 1 2 1 2 5 2 3

+ −
= =  = =

− + − + −

       
              

0 0 

 توجه: 

  پذیر است.توزیعآنها روی جمع   هاماتریسضرب  .پذیر استها شرکتضرب ماتریس

A(BC) (AB)C

A(B C) AB AC

(B C)A BA CA

=

+ = +

+ = +

 

 : (trace)ماتریس اثر
nماتریس مربع برای nA  نامیم:می  ماتریس مجموع عناصر روی قطر اصلی را رد یا اثر 

nntr(A) a a a= + + +11 22 

 : تهنک

tr(Aیعنی: داردجمعی  خاصیت trace تابع - B) tr(A) tr(B)+ = +  

tr(AB)اما خاصیت ضربی ندارد یعنی  - tr(A)tr(B)  

tr(AB)برای هر جفت ماتریس مربع داریم:  - tr(BA)= 

cبرای هر اسکالر - F  :داریمtr(cA) ctr(A)= 

 مثال:

 :آنها برابر است traceبرابر نیستند با اینحال  BAو AB که مشاهده کنید  

i i i 1 i
A , B AB , BA

i i i i i i


+ −
= = = =

− + − + −

       
              

1 2 1
2 1 2 1 2 5 2 3

0 0
 

AB BAtr( ) tr( )i, i= − = −2 2 
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 نکته: 

nبردارهای دلخواه -
X Y,    حاصل در نظر بگیریم.  ستونی را به عنوان دو ماتریسT

X Y   یک

 است:   برداردو ضرب داخلی  اسکالر است و همان
T

n nX Y X Y x y x y x y1 1 2 2=  = + + + 
Tاما  -

XY  ماتریسیn n   :است، با این ویژگی 
T T

n nXY X Ytr ( ) x y x y x y+ + += = 1 1 2 2 

TXدانیم که می - X   :یک اسکالر استT
X X X=

Tاما . 2
XX  ماتریسیn n .این   البتهاست

 دارد:  مهم ویژگی  یکماتریس 

T

T kk

XX X

XX X

tr ( )

tr (( ) )

2

2

=

=
 

 

 ماتریس مثلثی: 
nدر ماتریس مربع  nA    سطر   درایهi    ، ستونj    راija   نامیم. روی قطر اصلی،  میi j=  ،اصلی   زیر قطر  است

i j   اصلی قطر  بالای واست  i j .صفر باشند، ماتریس را بالامثلثی همه اگر درایه های پایین قطر  است
اگر درایه های پایین و روی قطر صفر باشند، ماتریس را اکیداً بالامثلثی گوییم. به طور مشابه ماتریس   گوییم،

 شود. پایین مثلثی تعریف می 

    پایین مثلثی از نوع اکید است. Bبالامثلثی است. ماتریس  Aماتریس   مثال:

a a a

A a a B b

a b b

11 12 13

22 23 21

33 31 32

= =

   
   
   
      

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 

 
 ماتریس قطری: 

 شود.صفر باشند ماتریس قطری نامیده می اش همهغیرقطری هایکه درایه یماتریس مربع

I2های ماتریس  مثال: 2 وD3 3  .قطری هستند 

d

D d I

d

11

3 3 22 2 2

33

1
1 

 
  

= =   
   

0 0
0

0 0
0

0 0
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 ماتریس اسکالر:  

nd  یهای قطرماتریس قطری با درایه  ,d ,...,d1 ndiag  علامترا با  2 (d ,d ,...,d )1    اگر  . دهیمنشان می  2

 گوییم. ماتریس اسکالر می  ،همه درایه های قطر برابر باشند به آن 

   مثال:

diag ماتریس ( , , )1 2 diagو ماتریس اسکالر −4 ( , , )2 2  ایم.  را نشان داده 2

diag( , , ) diag( , , )

1 2
1 2 4 2 2 2 2 2

4 2

   
   

− = − =
   
      

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 

 توجه:  

مثلثی، یک  پایین حاصلضرب دو ماتریسحاصلضرب دو ماتریس بالامثلثی، یک ماتریس بالامثلثی است. 

 حاصلضرب دو ماتریس قطری، یک ماتریس قطری است. مثلثی است. پایینماتریس 

 ماتریس تبدیلات هندسی 

ها، نماینده یک تبدیل هندسی هستند. برای مثال قرینه نقطه برخی ماتریس 
x

X
y

 
=  
 

نسبت به محور افقی،  

نقطه
x

F(X)
y

 
=  

− 
A ماتریسضرب  است.  

1
1

 
=  

− 

0
0

 رساند:می F(X)را به   ما Xدر   

x x
AX F(X)

y y

1
1

     
= = =     

− −     

0
0

 

 دوران حول مبدأ است.   تها قابل انجام استبدیلات هندسی که توسط ضرب ماتریس  دیگر ازیکی 

 

 (rotation)ماتریس دوَران  

هرگاه بخواهیم نقطه  
x

P
y

 
=  
 

ماتریس  دهیم، کافیست آن را در دوران  به اندازه زاویه  را حول مبدأ 

R( )  .ضرب کنیم 

cos sin
R( )

sin cos

 −  
 =  

  
 

R( )  به اندازه زاویه  یک تبدیل هندسی است که باعث دوران حول مبدأ شود. می 
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)Rدر این شکل تاثیر  مثال:  )
2
   بر نقطه

x
P

y

 
=  
 

 کنید.را مشاهده می  

 
cos sinx x x y

R( )
sin cosy y y x2

2 2

2 2

1
1


 

 

−  − −         
= = =          

          

0
0

 

 : توجه

)Rمفهوم دوران اگر تبدیلات  استفاده از با   ) وR( )   پشت سرهم انجام شود مانند آن است که دوران

 انجام شود.   +به اندازه  
R( )R( ) R( )R( ) R( )  =   =  + 

 به عبارتی:

cos sin cos sin cos( ) sin( )

sin cos sin cos sin( ) cos( )

     +   + 
=

−   −   −  +   + 

     
          

 

Aخودتوان است هرگاه  Aماتریس مربع  ماتریس خودتوان:   A2 =.  

nnتوان است هرگاه پوچ Aماتریس مربع  توان:  ماتریس پوچ  A = 0.   

 * * * * * * 

ABهرگاه    -مثال A=  وBA B=   کدام گزینه صحیح است؟ 

 ماتریس صفر هستند.  Bو  Aهای ماتریس (1

 همانی هستند.  Bو  Aهای ماتریس (2

 خودتوان هستند. Bو  Aهای ماتریس (3

 توان هستند. پوچBو  Aهای ماتریس (4
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 3گزینه  پاسخ: 

 شود:ها ثابت می شرایط داده شده خودتوان بودن ماتریس با

A AA ABAB A(BA)B ABB AB A

B BB BABA B(AB)A BAA BA B

= = = = = =

= = = = = =

2

2
 

 

توانند ماتریس توانند ماتریس صفر باشند، میمی  Bو  Aسایر گزینه ها لزوما درست نیستند.برای مثال  

ها و سایر درایه 3توانند ماتریس هایی باشند که فقط درایه سطر اول و ستون اول آنها  همانی باشند. می 

 صفر است.  

 * * * * * * 

Xبرای هر   :مثال  Aماتریس مربع   نسبت به نیمساز ربع اول و سوم است.  Xقرینه  F(X)نقطه   2

X چنان است که : XA F( tr(Aمقدار  .  =(  کدام است؟  7(

 

(1   7 

(2   2  

(3  1  

(4  0  

 

 

 4گزینه  پاسخ: 

k k

k k

a b x y ax by y a b
AX F(X)

c d y x cx dy x c d

A A I, A A

trA , trA

+

+

+ = =         
=  =  =          

+ = =         

   
=  = = =   
   

 = =

2 2 1

2 2 1

1
1

1 1
1 1

2

0
0

0 0
0 0

0

 

 * * * * * * 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 * * * * * * 

Xخودتوان است هرگاه  Xماتریسمثال:   X2 nدو ماتریس حقیقی  Bو Aفرض کنید .= n  باشند

Aو A،Bطوری که   B+ کدام صحیح است؟  هستند.    خودتوان 

 (1394دکتری علوم ریاضی) 

(1   tr(AB) = 0 

(2  tr(A) tr(B)= 

(3  I A+  .خودتوان است 

(4  I A B+  خودتوان است.  −

 1گزینه  پاسخ: 

Aو A،Bطبق فرض B+ هستند.پس:   خودتوان  

(A B) (A B)(A B) A AB BA B A AB BA B

(A B) A B

A AB BA B A B AB BA

tr(AB BA) tr(AB) tr(BA)

2 2 2

2

 + = + + = + + + = + + +


+ = +

 + + + = +  + =

 + =  + =

0
0 0

 

 

tr(AB)از طرفی tr(BA)=  پسtr(AB) = 0 . 

 * * * * * * 

 پذیرماتریس وارون 

 موجود باشد طوری که:  Bنامیم هرگاه ماتریس( مینامنفردپذیر )را وارون  Aماتریس مربع 

AB I, BA I= = 

   :است B  نیز وارون Aماتریس نامیم، می  Aوارون را  Bماتریس

A B ,B A1 1− −= = 
Aپذیری و یافتن تشخیص وارون  فرد است.در صورت وجود، منحصربه  Aوارون   های بعدی  در قسمت  −1

 شوند. مطالعه می 
 

   توجه:

ABیکسان هستند. یعنی اگردر صورت وجود،  ماتریس مربع،    وارون چپ و وارون راست I=   باشد آنگاه

BA I= . 
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 ماتریس:   ترانهاده 

نشان   Aیا   tAرا با آن  آید که  می   به دست   Aترانهادۀ تبدیل کنیم    ی آنهارا به ستون   Aی اگر سطرها

nماتریسیAاگر دهیم. می m   آن ترانهاده  mباشد،  n  .اگر   استija   سطر ماتریس   jستون  iدرایه 

ijترانهاده باشد داریم:   jia a=.  

 

cو اسکالر  Bو  Aبرای ماتریس هایهای ترانهاده: ویژگی F c F:داریم   

 
t t

t t

t t t

t t t

t t

A A

cA cA

A B A B

AB B A

A A1 1

( )

( )

( )

( )

( ) ( )
− −

=

=

+ = +

=

=

 

 

 توجه:  

=ABدر حالت کلی اگر  - Aتوان نتیجه گرفت که نمی 0 = =Bیا  0 پذیر معکوس  Aاگرالبته . 0

=ABباشد از  =Bشود نتیجه می 0 0  . 

tAAبرای هر ماتریس مربع اگر  - = Aآنگاه  0 = 0   . 

   ماتریس متقارن:

tرا متقارن گوییم هرگاه  Aاتریس م
A A= یماتریس چنین.درji ija a=  .است 

t
A A= =

   
   
   
   

1 4 5 1 4 5
4 2 -1 4 2 -1
5 -1 -3 5 -1 -3

 

   ماتریس پادمتقارن:

tمتقارن گوییم هرگاهپادرا   A اتریسم
A A= ji یماتریس  چنیندر    .− ija a= است، پس روی قطر     −

 ها باید صفر باشند. اصلی آن همه درایه

t
A A

   
   = =
   
   

1 -5 -1 5
-1 2 1 -2
5 -2 -5 2

0 0
0 0

0 0
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 ماتریس خودالحاق)هرمیتی(:  

nAفرض کنیم ماتریس M ( )  باشند، مزدوجداشته های مختلط درایه A  با علامت راA  دهیم می نشان

 : هستند Aهایهایش مزدوج مختلط درایه درایه و

i i
A A

i i i i

+ −   
=  =   

− − + +   

1 3 5 1 3 5
2 2 2 2

 

tAگوییم هرگاه:   )هرمیتی( خودالحاق را Aماتریس اکنون  A=  به عبارتی .ji ija a= .  درایه های قطری

 :هال مثابه دو مزدوج هم هستند. درایه های بالا و پایین قطر نیز دو  باید اعداد حقیقی باشند. چنین ماتریسی

t t
A

a x iy a x iy
A , A A

x iy b x iy b

+ −
= =  =

− +

   
      

 

i i i i
t t

i i i i B

i i i i

B , B B

+ − −

= − − = + +  =

− + −

   
   
   
   

2 2 2 2 2 2
2 3 3 2 2 3 3 2
2 3 2 1 2 3 2 1

 

t  برای ماتریس خودالحاق داریم: است یعنی  ماتریس خودالحاق، نرمالهرنکته:  tAA A A=. 

tAA، اگر  Aهر ماتریس   براینکته:  = Aآنگاه  0 =  است.  0

 * * * * * * 

ABدو ماتریس مربع باشند و Bو Aفرض کنید: مثال A A I2= +    صورت کدام صحیح است؟.در این  +

 (97)دکتری علوم ریاضی 

(1   AB I= 

(2  AB BA= 

(3  det A det B 1= = 
(4  AB AB3= 

 2گزینه   پاسخ:

AB A A I AB A A I A(B A I) I2 2= + +  − − =  − − = 

A چون  است.ماتریس مربعA(B A I) I− − B)پس = A I)A I− − = . 

(B A I)A I BA A A I BA A A I

BA AB

2 2− − =  − − =  = + +

 =
 

 * * * * * * 
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 ها مثال نقض بیاورید.برای نادرست ؟ را مشخص کنید درست یهاهگزارتمرین: 

 ایم.مشخص کرده  و گزاره های نادرست را با  ✓  گزاره های درست را باپاسخ: 

Aپذیر باشند،معکوس  BوAاگر - B+ پذیر است.نیز معکوس  

A B
     

+ = + =     
−     

1 -1
1 1
0 0 0 0

0 0 0 0
 

  ✓پذیر است.نیز معکوسABپذیر باشند، معکوس  BوAاگر -

t(ABپذیر باشند،معکوس  BوAاگر -  ✓پذیر است.نیز معکوس 1-(

Aاگر - I=
3   ✓پذیر است.معکوس Aآنگاه  5

 
Bاگر - ABو 0 B=  آنگاهA پذیر است.معکوس  

A , B AB B

A ,B AB B

   
= =  =   
   

   
= =  =   
   

1 2 4

/5 /5 1 1
/5 /5 1 1

0
0 0 0 0

0 0
0 0

 

nاگر - nA   پذیر نباشد، آنگاه برای هروارونn nB  ماتریسAB .وارون ندارد✓  

 

  ✓نیز پادمتقارن است.  A-1پادمتقارن باشد آنگاه Aپذیراگر ماتریس وارون -

  ✓نیز متقارن است. A-1متقارن باشد آنگاه  Aپذیراگر ماتریس وارون -

  ✓مثلثی است.پایین A-1بالامثلثی باشد آنگاه  Aپذیر اگر ماتریس وارون -

 

Aاگر - =
2   ✓پذیر نیست.معکوس Aآنگاه  0

Aاگر - A=
Aآنگاه 2 = Aیا 0 I=. 

A A A , A I , A
 

=  =   
 

21 0
0

0 0
 

Aاگر -  ABو 0 AC= آنگاهB C= .است 

A ,B ,C AB AC,B C
     

= = =  =      
     

1 2 4 2 4
5 6 7 1

0
0 0

 

 

nبرای هر ماتریس - nA  ماتریسtA A+ .متقارن است✓  

nبرای هر ماتریس  - nA  ماتریسtA A− .پادمتقارن است✓  

nهر ماتریس   - nA  .مجموع یک ماتریس متقارن ویک ماتریس پادمتقارن است✓  

 

tجمله فوق آن است که: علت درستی  tA (A A ) (A A )= + + −1 1
2 2 
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 های بلوکیماتریس

هنگامی که ماتریسحی را به فرم  
A B

M
C D

 
=  
 

یک ماتریس A,B,C,Dنویسحیم که هرکدام از اجزاء می   

های دلخواه گاهی اوقات ها و تفکیک ماتریس به بلوکنامیم. استفاده از بلوکرا ماتریس بلوکی میMباشحد، 
 شود. باعث سادگی محاسبات می

 

 

 شود: های بلوکی به این صورت انجام می ضرب ماتریس 

 

A B E F AE BG AF BH

C D G H CE DG CF DH

+ +     
=     

+ +     
 

 * * * * * * 

Aداده شده است. ماتریس Aماتریستمرین:    کدام است؟ 01

A

1
1 1 -1
1 -1 1

 
 

=
 
  

0 0
 

از این بلوک بندی استفاده کنیم:  پاسخ:  

   
B C

B ,C ,D ,E A
D E

BB CD BC CE
A

DB ED DC EE

 
      

= = = =  = =      
       

 
+ +   

= =   + +    

1
1 1 -1

1 1 1 -1
1 -1 1

1 -1 1

1
2 1 2 -2

1 -2 2

0 0
0 0

0 0
 

 پس:  شود.برابر می  دو Eبلوک  فقط A  ضربهرباربا به همین ترتیب 

A 9 9

9 9

1
1
1 2 -2
1 -2 2

 
 
 
 
 
  

=
0

0 0

 

 * * * * * * 
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 دترمینان )یادآوری( 

2هایدترمینان ماتریس 2 3و 3 تر بررسی  کنیم. در فصل بعد تابع دترمینان را مفصل را یادآوری می

 کنیم. می

a b
A det A ad bc

c d

 
=  = − 
 

 

3برای ماتریس  3  :طبق فرمول ساروس 

a a a

det A a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

11 12 13

21 22 23

31 32 33

= = + + − − − 

 برای مثال: 

A det A

5 2
3 4 5 (2 12) (8 5 ) 26
1 2 1

 
 

=  = + + − + + = −
 
  

0
0 0 0 0 
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  دستگاه معادلات خطی

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + + =

+ + + =

+ + + =
















 

 نمایش ماتریسی دستگاه معادلات خطی:

m m mn

n

n AX B

n n

a a a x b

a a a x b

x ba a a1 2

11 12 1 1 1
21 22 2 2 2=  =

     
     
     
     
      









 

A را ماتریس ضرائب وB  نامیم. بردار را ماتریس مقادیر سمت را میnX .در  جواب دستگاه است

نهایت جواب داشته  حالت کلی دستگاه ممکن است بدون جواب باشد، فقط یک جواب داشته باشد، یا بی

 باشد. 
 

   دستگاه معادلات خطی همگن

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

+ + + =

+ + + =

+ + + =
















0
0

0

 

 

 : همگن  نمایش ماتریسی دستگاه معادلات خطی

m m mn

n

n AX

n n

a a a x b

a a a x b

x ba a a1 2

11 12 1 1 1
21 22 2 2 2=  =

     
     
     
     
      









0 

Xتفاوت دستگاه همگن با ناهمگن در آن است که همواره یک جواب بدیهی = دارد. البته ممکن است    0

Xهای غیربدیهی نیز داشته باشد. دستگاه همگن یا جواب یکتایجواب  =  دارد یا بیشمار جواب دارد.  0
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 ترکیب خطی چند معادله:
دو یا چند معادله را در نظر بگیرید. وقتی هرکدام از آنها را در ثابت دلخواه ضرب کرده و نتایج را جمع کنیم،  

xآید. معادلات یک ترکیب خطی از آنها به دست می x1 22 3 1+ xو  = x x1 2 32 4− + را در نظر بگیرید.  =
 هرترکیب خطی آنها چنین است:  

c ( x x ) c (x x x ) c c1 1 2 2 1 2 3 1 22 3 2 4+ + − + = + 
 

 ارز: های خطی همهم ارزی دستگاه
ارز گوییم هرگاه هر یک از معادلات دستگاه اول، ترکیب خطی از دو دستگاه معادلات خطی را هم  

 معادلات دستگاه دوم باشد و بالعکس. این رابطه باید دو طرفه باشد. 

 
 را داریم:BوAدو دستگاه معادلات خطیمثال: 

x x x x
A : B:

x x x x

1 2

1 2

1 2

1 2

3 4 7
3 2 1 4 2

+ = − = −

− = − − =

 
 


 

 Bو سحسس جمع بزنیم اولین سحطر   مضحرب کنی  یکو معادله دوم را در    −2معادله اول را در Aدر دسحتگاه 
  Bآید. هر کدام از معادلاتبه دسححت می  Bرا جمع بزنیم دومین سححطر   Aآید. اگر دو معادلهبه دسححت می

 هستند. Aترکیب خطی از معادلات  

1هسححتند.)از ضححرایب    Bترکیب خطی از معادلات   Aهمچنین هر کدام از معادلات  
3

  2و
3

اسححتفاده   
 ارزند.ها همپس این دستگاه(.مکنی

ارزی  ارز، مجموعه جواب یکسحانی دارند؟ آیا داشحتن مجموعه جواب یکسحان، به معنای همهای همآیا دسحتگاه
 پاسخ را در قضیه زیر ببینید:هاست؟دستگاه

 
 قضیه:

 های یکسان دارند.ارز، جوابهای معادلات خطی همدستگاه  :1

 های یکسان داشته باشند.ارزند گر و تنها اگر جوابهای معادلات خطی همگن همدستگاه:  2

 * * * * * * 

    ارز هستند؟هم  Bو  Aخطیهای  آیا  دستگاه   تمرین:

x x x
x x

A x x x B
x x

x x x

: :

1 5
2 2

1 2
1

1 2
1

1 2

3
3

3
3

3

4

3 8
3

− + + =
− =

+ + = 
+ = + + =

0
0

0
0

0
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پس کافیست یکسان بودن جوابها را بررسی کنیم. بردار   دستگاه ها همگن هستنداین  پاسخ:  
x

x

x

1

2

3

 
 
 
  

جواب      

B   اگر تنها  و  اگر  xاست  x1 xو    =3 x2 33= دستگاه  − مجموعه جواب  فرم    Bپس  به  بردارهای  همه 

a

a

a

3
 
 
−
 
  

ها  نیز دقیقا همین مجموعه جواب را دارد. پس این دستگاه  Aدستگاه   بینیم کهبا بررسی می  است.  

 ارز هستند. هم 

 * * * * * * 
 اعمال سطری مقدماتی 

ارز خواهیم رسید  اعمال سطری مقدماتی اقداماتی هستند که با انجام آنها روی یک دستگاه، به دستگاهی هم 
ارز  دهند.ما از این اعمال برای تبدیل دستگاه به دستگاهی همدر نتیجه مجموعه جواب دستگاه را تغییر نمی

 کنیم. اعمال سطری مقدماتی عبارتند از:  تر استفاده میاما ساده

 غیرصفر  ضرب یک سطر در ثابت دلخواه -1
 جمع کردن یک سطر با مضربی از سطری دیگر -2
 سطر با یکدیگردو جابجا کردن  -3

 این اعمال برای حل دستگاه چنین است:  نحوه استفاده از

 

x x

x x x

x x x

x x x

2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 +2 1
2 -2 +5 4

+2 - -3
- +2 3

=


=


=
 =

 

Aنویسیم:  ماتریس ضرایب و ماتریس مقادیر سمت راست را در کنار هم به این صورت می  B    به این
 گوییم.ماتریس، ماتریس افزوده می 

A B

2 2 1
2 -2 5 4
1 2 -1 -3
1 -1 2 3

 
 
   =   
 
  

0
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انجام اعمال سطری مقدماتی سعی می با  به ماتریسی سادهاکنون  تر )مثلا ماتریس کنیم ماتریس ضرایب را 
یا...( تبدیل کنیم. هر عملی روی سطرهای  یا قطری  اثرخواهد    Bانجام شود روی مقادیر  Aبالامثلثی  نیز 

 گذاشت. 

در دستگاه معادلات خطی همگن نیازی به نوشتن ماتریس مقادیر سمت راست در ماتریس افزوده   توجه:
 مانند.نداریم زیرا مقادیر آن همواره صفر باقی می

 کنیم.  پیش از ادامه درس، منظورمان از ساده کردن ماتریس ضرایب را مشخص تر بیان می

 ماتریس تحویل شده سطری 

mنامیم. ماتریسرا درایه پیشرو می   ی غیرصفر در هر سطراولین درایه  nR     ی سطری نام دارد تحویل شده

یک  ها صفر باشند.  در هر سطر برابر یک باشد و در ستون مربوط به آن درایه،سایر درایههرگاه: درایه پیشرو  

 کنید:را مشاهده می  سطری ماتریس تحویل شده

R

1
1

3

5 21

 
 
 =
 
 
 

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0

 

 ی سطری است. ماتریس همانی ، تحویل شده مثال:  

 * * * * * * 

 به ماتریس تحویل شده سطری هم ارز  تبدیل کنید: Aماتریس تمرین: 

A

2 1 1
2 6

2 8

 
 

=
 
  

0
0

0
 

   پاسخ:

 ام است. iسطر   iRایم. منظور از اعمال سطری مقدماتی مورد استفاده را به ترتیب نشان داده 

R R R

R RR R R

A 1 1 2

1
2 23 3 1 22

2 1 1 1 4
2 6 2 6

2 8 2 8

1 4 1 4
2 6 1 3

 −

 −

   
   

= ⎯⎯⎯⎯→
   
      

   
   

⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
   
      

0 0
0 0

0 0

0 0
0 0

0 0 0 0 0 0
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 Aارز البته این ترتیب از اقدامات یکتا نیست و ممکن است به صورتهای دیگری نیز ماتریس تحویل یافته هم

 بتوان یافت.

 * * * * * * 

 سطری است. شدهیک ماتریس تحویل با ارز سطری هم Aهر ماتریس قضیه:

و همیشححه    توان با انجام اعمال سححطری مقدماتی به ماتریسححی تحویل شححده تبدیل کردهر ماتریس را می پس
 امکان این کار وجود دارد. 

 * * * * * * 

  کدام گزینه صحیح است؟ Bو Aهای  برای ماتریسمثال: 

A , B

1 2 1
1 -1 1 -3

1

   
   

= =
   
      

0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0 0 0

 

(1    A  وB   اند. ی سطری شدهتحویل 

 است .  ی سطری شدهتحویل  Aفقط   2)

ی سطری هم ارزند.شده ی سطری نیستند اما هرکدام با یک تحویل  شدهیک تحویل  هیچ    (3 

   ی سطری هم ارز نیستند.شده کدام با ماتریس تحویل   هیچ   4)
 

 3گزینه  پاسخ:  

A نیست چون  ی سطری شده ویل تحa های  عنصر پیشروی سطر سوم است اما در ستون آن همه درایه  33

نیست چون عنصر پیشروی سطر اول مخالف یک   ی سطری شدهتحویل    Bدیگر صفر نیستند.همچنین

  ی سطری هم ارز است.شده است. البته هر ماتریس، با یک ماتریس تحویل 

 * * * * * * 

 اشلی(سطری  )تحویل یافته سطری پلکانی

m. ماتریس  nR   ی سطری نام دارد هرگاه: تحویل شده 

 باشد.) عنصر پیشرو( .  یکاولین درایۀ غیرصفر هر سطر برابر   الف:

 های ستون مربوط به عنصر پیشرو صفر باشند. سایر درایه ب:
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یعنی سطر به سطر به سمت راست  صر پیشروی هر سطر، شماره ستون های صعودی داشته باشند.اعن ج:

 حرکت کنند. 

 دهد(. )ج( این ویژگی به صورت خودکار رخ می  رعایت ا)بسطرهای کاملا صفر، در انتها آمده باشند. د:

 

 ماتریس همانی ، تحویل یافته سطری پلکانی است.   مثال:

 از بین این سه ماتریس کدام تحویل یافته سطری پلکانی است؟مثال:  

A , B , C

1 3 1 1 2
1 1

1 1 2

     
     

= = =
     
          

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

 

 ی سطری پلکانی است. تحویل شده Aاز بین این سه ماتریس فقط ماتریسپاسخ: 

 یافته سطری پلکانی است.ارز سطری یک ماتریس تحویل هم Aهر ماتریسقضیه: 

تبدیل سحطری پلکانی توان با انجام اعمال سحطری مقدماتی به ماتریسحی تحویل شحده هر ماتریس را می پس

 و همیشه امکان این کار وجود دارد.  کرد

 جردن -روش حذفی گاوس 

پس از تشکیل ماتریس افزودۀ با انجام اعمال    مجهول   nمعادله   n، برای حل دستگاه در روش حذفی گاوس

تر برای  اما در حالت کلی کنیم ماتریس ضرایب را به ماتریس بالا مثلثی تبدیل کنیم. سطری مقدماتی سعی می 

به ماتریس تحویل شده سطری پلکانی تبدیل کنیم. دقت کنید  را  ماتریس افزودۀ    مجهول   nمعادله   mدستگاه  

توان با روش حذفی به ماتریس بالا مثلثی تبدیل کرد اما تبدیل به ماتریس تحویل  که فقط ماتریس مربع را می 

 پذیر است. یافته سطری پلکانی برای هر ماتریس امکان 

 * * * * * * 

 حل کنید.   ( ز )دستگاه معادلات خطی زیر را با روش حذفی مثال:  

x x

x x x

x x x

x x x

2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 1

2 2 5 4

2 -3

2 3

+

+

+

+

=

− =

− =

− =







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 پاسخ:  

R R R R R

R R R

A|B
 −

 −

  ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→  =

     
     

⎯⎯⎯→     
     
     











3 3 1

1 4 2 2 12

2 2 1 1 -1 2 3 1 -1 2 3
2 -2 5 4 2 -2 5 4 1 -2
1 2 -1 -3 1 2 -1 -3 3 -3 -6
1 -1 2 3 2 2 1 2 2 1

0
0 0
0

0 0

 

R RR R

R R R
R R R
R R R

R R R

R R R

 −
 −
 +

 +

 −
⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

     
     

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→     
     
     



















1
2 22 3 3

4 4 3
1 1 3
2 2 3

4

1 1 2

24 4 2

1 -1 2 3 1 -1 2 3 1 1 1
3 -3 -6 1 -1 -2 1 -1 -2

1 -2 1 -2 1 -2
2 2 1 2 2 1 4 5

1 3
1 -4

1 -2
1

0
0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0 0

 
 
 
 
 3

 

 ارز است با این دستگاه:داده شده هم اولیۀ بنابراین دستگاه 

x

x

x

1

2

3

3
-4
-2

13

=
 =


=
 =0

 

 ندارد چون آخرین معادله ناممکن است.  دستگاه جواب گیریمنتیجه می

 * * * * * * 

 

 

 

 

 

 



  ها و جبر خطی مبانی ماتریس

 

 * * * * * * 

 همه جوابهای دستگاه معادلات خطی زیر را بیابید:مثال:  

x x x

x x x

x x x x

2 4

3 4

2 3 4

1

1

1

2 3
5

3 2

− −

−

− −

=


+ =
 + =

0
0 

0
 

 دهیم:اعمال سطری مقدماتی را تا یافتن هم ارز تحویل یافته سطری پلکانی ادامه می  پاسخ:

 

R R R

R R R R R

R R R R R

3 3 2

1 1 3 1 1

2 2 1 3 3

1
2

1
3

2 -3 -1 2 -3 -1

1 1 -5 1 1 -5

1 -3 1 -2 -3 3

2 -4 1 -2

1 1 -5 1 1 -5

-3 3 -3 3

1 -2 1

1 -3

-3 3 -

 −

 − 

 − 

   
   

⎯⎯⎯⎯⎯→   
      

   
   

⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→   
      

 
 

⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ 
  

0 0
0 0

0 0

0 0 0 0
0 0

0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0

R R R R2 3 2 2

-2

1 -3

1 1

1 -2 1 -2

-1 1 1 -1

1 -3 1 -3

−

 
 
 
  

   
   

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→   
      



0

0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 

 ارز است: هم، با این دستگاه اولیۀداده شده دستگاه  پس

x x

x x x x , x x , x x

x x

4

4 4 4 4

3 4

1

2 1 2 3

2
2 3

3


−

−

−

=


= = = =
 =

0
0 

0
 

Xبنابراین تمام بردارهای به فرم  

2

3




=





 
 
 
 
 
 

 . جواب این دستگاه هستند 

 * * * * * * 
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 های معادلات خطیتحلیل دستگاه

 مجهول را در نظر بگیرید. nمعادله و mدستگاه معادلات خطی با

mاگر  الف: n از تعداد معادلات( تر)تعداد مجهولات بیش   

=AXدستگاه   0 :  

 . دارد شمار جواببیباشد  وقتی تعداد مجهولات بیشتراز تعداد معادلات  دستگاه خطی همگن

AXدستگاه  B= :  

شمار ممکن است بدون جواب باشد، جواب یکتا داشته باشد یا بیدر این حالت    دستگاه خطی ناهمگن

جواب داشته باشد. بهتر است به روش حذفی گاوس آن را بررسی کنیم. سطرهای کاملا صفر که ممکن  

 کنند. است در  انتهای ماتریس به وجود آیند، شرط وجود جواب را مشخص می

mاگر ب: n=   )تعداد مجهولات برابر با تعداد معادلات( 

=AXدستگاه  0 :   

detهمه چیز به دترمینان ماتریس ضرایب بستگی دارد، اگر   A  دستگاه همگن فقط جواب بدیهی  0

detدارد. اگر  A =  شمار جواب دارد. دستگاه همگن بی  0

 

AXدستگاه  B= :   

detاگر  .ستگی دارد،و دترمینان ماتریس افزوده دترمینان ماتریس ضرایب  بهها تعداد جواب  A  0

detاگر  دارد. یکتا همگن جوابنادستگاه  A = باشد، ممکن است دستگاه جوابی نداشته باشد   0

 Aهای را به جای یکی از ستون Bباشد . کافیست ستون مقادیر   داشتهشمار جواب بی)ناسازگار( یا 

قرار دهیم و دترمینان A | B  شمار را به دست آوریم.اگر باز هم دترمینان صفر به دست آمد، دستگاه بی

 جواب دارد و اگر این بار دترمینان غیرصفر شد، دستگاه ناسازگار است و جوابی ندارد. 

 

 

mاگر توجه:  n )توانیم از روش حذفی گاوس برای تحلیل  می  )تعداد معادلات بیشتر از تعداد مجهولات باشد

 . وجود جواب استفاده کنیم یا با جایگزینی یک معادله در سایر معادلات تعداد آنها را کاهش دهیم
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detوقتی مجهول nمعادله و nبا خطی در هر دستگاهتوجه:  A  جواب یکتای دستگاه  ، باشد 0

X A B−=  است.  1

   * * * * * * 

 است؟کدام دستگاه معادلات خطی زیر برای شرط وجود جواب مثال:  

1) a b3 4= 2) a b+ = 0 

3) a b2 3= 4) a b2− = 0 
 

x x x b

x x x a

x x x a b

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4
2 3 9

2

+ − =


+ − =
 − − = +

 

 1  گزینهپاسخ: 

. کافیست تلاش کنیم درایه های زیر عناصر  دستگاه را تحلیل کردتوان با روش حذفی همواره می روش اول: 

 پیشرو صفر شوند و عناصر پیشرو سطر به سطر به سمت راست بروند.  

R R R

R R R R R R

b b

A|B a a b

a b a b

b b

a b a b

a a b

2 2 1

3 3 1 3 3 2

2

2

1 1 -4 1 1 -4
2 3 -9 1 -1 2
1 -1 -2 1 -1 -2

1 1 -4 1 1 -4
1 -1 2 1 -1 2
-2 2 3 4

 −
  

 −  +

= −

+ +

− −

−

   
   ⎯⎯⎯⎯⎯→
   
   

   
   ⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
   
   













0

0 0
0 0 0 0

 

a  شرط وجود جوابیک سطر صفر در انتها داریم. بنابراین  b3 4− =  است.   0

AXتعداد مجهولات و معادلات برابر است. شرط وجود جواب جواب برای   :دوم روش B=   آن است که

detیا   A  و دترمینان Aدترمینانباشد )جواب یکتا( یا 0 A | B   شمار جواب(.هردو صفر باشند)بی   

 

b

A | B a

a b

 
 

=
 
 + 







1 1 -4
2 3 -9
1 -1 -2

 

   صفر است: Aدترمینان 
det A ( ) ( )6 9 8 12 4 9= − − + − − − + = 0 

 باید دترمینان صفر شود:باز هم    Aهای به جای یکی از ستون  Bستون  با جایگزینی    وجود جواب،  برای  پس

b

a ( a b a b) ( b a b a) a b a b

a b

= − + + − − − + − = − = =

+

1 -4
3 -9 9( ) 4 6 9 12( ) 2 9 12 3 4
-1 -2

0 

   * * * * * * 
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 دست آورید:بهرا  aو مقدارشمار جواب داشته باشد فرم جوابها بی زیر اگر دستگاهمثال:  

 x x x

x x x

x x x a

− + − =

− + − =
− + − =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4
4 3 5
5 4

 

 پاسخ: 
و دترمینان  Aدترمینان شمار جواب باید  برای داشتن بی  A | B      جایگزینی(B   به جای یک  ستونA  )

 صفراست. دترمینان این ماتریس نیز باید صفر باشد:  Aدترمینان هردو صفر باشند.

( a ) ( a ) a a

a

= − − − − − − − = − + = =

3 -2 4
4 -3 5 9 5 64 6 8 6 6 6
5 -4

0 0 0 0 

 دستگاه را حل کنیم: aبا جانشانی مقدار 

x x x

x x x

x x x

− + − =

− + − =
− + − =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4
4 3 5
5 4 6

 

 کنیم: ماتریس افزوده را تشکیل داده و روش حذفی را اجرا می 

R R R

R R R

R R R

A|B

2 2 1

3 3 1

3 3 22

-1 3 -2 4
-1 4 -3 5
-1 5 -4 6

-1 3 -2 4
1 -1 1
2 -2 2

-1 3 -2 4
1 -1 1

 −

 −

 −

  

 
 

=
 
  

 
 

⎯⎯⎯⎯⎯→
 
  

 
 

⎯⎯⎯⎯⎯→
 
  



















0
0

0
0 0 0 0

 

 ارز است:  دستگاه اولیه، با این دستگاه هم

x x x

x x x x , x x

− + − =


− = = + = −
 =

1 2 3

2 3 2 3 1 3

3 2 4
1 1 1

0 0
 

Xشمار جواب به فرم  دستگاه بی پس

1
1

 −

 +



 
 

=
 
  

 دارد.  
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   * * * * * * 

سحوم مطالعه خواهیم   تر آن و کاربردهایش را در فصحلتبۀ ماتریس، مفهوم پرکاربردی اسحت که معنای دقیقر
 کنیم.کرد. در حال حاضر با استفاده از مفاهیم فصل اول آن را معرفی و محاسبه می

rank)رتبه ماتریس:  A) 

های زیر با اعمال سطری مقدماتی روش حذفی را اجرا کنیم طوری که درایه   Aاگر روی ماتریس دلخواه 
هایی به ماتریس و عناصر پیشرو، سطر به سطر به سمت راست بروند، در نهایت به    شوندصفر    عناصر پیشرو  

 خواهیم رسید: این فرم 

* * * * *

* * *

* *A

*

*

*

*

=

 
 
 
 
 
 
  

0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

 

 تعداد  نامیم.ماتریس می را رتبه پس از اتمام عملیات حذف، تعداد عناصر لولا ) عناصر پیشروی غیرصفر( 

هایی نامیم. ستون ماتریس می  رتبه سطریماتریس و تعداد سطرهای دیگر را    پوچی صفر شده را  کاملا  سطرهای  

 نامیم. ماتریس می رتبه ستونی  ای را  های پایهای نام دارند. تعداد ستون های پایهکه شامل عنصر لولا باشند، ستون 

 اید که:  حتما توجه کرده  

 رتبۀ سطری، رتبۀ ستونی، تعداد عناصر لولا و رتبۀ ماتریس، همه با هم برابرند. -

 

 : لمثا

b23 عناصر لولا هستند.رتبه سطری و رتبه ستونی این ماتریس2 است b11 و  در ماتریسB درایههای 

B

3 -1 1 5
4 3 6

=

 
 
 
 
 

0
0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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 چند نکته:

 ، ماتریس صفر است. دارد صفر رتبۀ  ی که تنها ماتریس -

rank A A= =0 0 

چون با اعمال سطری اگر همه سطرها، مضربی از یک سطر باشند، رتبه ماتریس برابر با یک است.  -

 توان پوچ کرد. )به سطر صفر تبدیل کرد(. مقدماتی همه سطرها به جز سطر اول را می 

A rank A

1 2 5
2 4 1 1
3 6 15

= =

 
 
  

0 

اگر یک سطر ماتریس، ترکیب خطی سطرهای دیگر باشد، با اعمال سطری مقدماتی به سطر پوچ   -

مثلا در ماتریس زیر، دو سطر اول مضرب هم نیستند اما سطر سوم مجموع دو  تبدیل خواهد شد. 

 سطر دیگر است.پس رتبه ماتریس برابر با دو است. 

B rank B

1 2 5
2 5 1 2
3 7 15

= =

 
 
  

0 

تواند بیشتر از تعداد سطرها و بیشتر از تعداد با توجه به تعریف، واضح است که رتبه هر ماتریس، نمی  -

n  پس در هر ماتریسهایش باشد. ستون mA  :داریم                 

       rank A min(m, n)      

 

مثلا اگر رتبه سطری برابر با دو باشد، یعنی دو سطر مستقل )غیر  رتبه سطری و ستونی برابر است.  -

ها هم  وابسته( داریم و سایر سطرها وابستگی خطی به آن دو سطر دارند. در اینصورت حتما در بین ستون

 فقط دو ستون مستقل داریم. 

 

 ارتباط رتبه و دترمینان:

رتبه ماتریس برابر اسححت با اندازه بزرگترین زیرماتریس مربعی که دترمینان آن غیرصححفر شححود. برای مثال در 
3یحک محاتریس   5  3هحای مربع،  بزرگترین زیرمحاتریس 3 هسحححتنحد. اگر ححداقحل یکی از آنهحا دترمینحان غیر

3اسححت. اگر دترمینان همه   3شححود که رتبه ماتریسصححفر داشححته باشححد، معلوم می 3 ها  صححفر شححود
2هایزیرماتریس 2 کنیم.را بررسی می 

   * * * * * * 
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 کدام است؟  Bماتریسرتبه   مثال:

 دو (2 یک (1

 چهار  (4 سه (3
 

B =

 
 
 
 

2 1 2 8 2
3 2 5

7 9 2 2 2
0 0 

 : پاسخ

B =

 
 
 
 

2 1 2 8 2
3 2 5

7 9 2 2 2
0 0 

3سه زیرماتریس 3 درB است 3رتبه ماتریس قرار دارد .اگر دترمینان یکی از آنها غیرصفر باشد. 

rank B == + + − − −  3

2 1 2
3 54

9 2
0 0 0 0 0 0 0 0
0

 

 * * * * * * 

 کدام است؟  Aماتریسرتبه   مثال:

1) 4 2) 3 
3) 2 4) 1  A =

 
 
 
 

-2 4 2 6
-5 -2 1 5
-3 1 40

 

 3  گزینهپاسخ: 

   لولا و سطرهای پوچ را مشخص کنیم.عناصر تعداد با روش حذفی روش اول: 

R

R R R R

R R

A 1

2 1 3 1

3 2

1
2

1
2

5 3

-2 4 2 6 -1 2 1 3
-5 -2 1 5 -5 -2 1 5
-3 1 4 -3 1 4

-1 2 1 3 -1 2 1 3
-12 -4 -1 -12 -4 -1

-3 1 4 -6 -2 -5

-1 2 1 3
-12 -4 -1

− −

−

   
   

= ⎯⎯⎯→
   
      

   
   

⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
   
      

 
 

⎯⎯⎯⎯→
 
  

0 0

0 0 0 0
0 0

0 0
0 0 0 0

 

 و پوچی آن یک است.  2پس رتبه ماتریس برابر با  
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3هایاز زیرماتریس ها استفاده کنیم.از دترمینان :دومروش  3  :آغاز کنیم 

det ( ) ( )

A

det ( ) ( )

-2 4 2
-5 -2 1 4 12 12 2

-2 4 2 6 -3 1
-5 -2 1 5

4 2 6-3 1 4
-2 1 5 16 12 16 2

1 4

  
  
  
  
   

 
  
  
  
  
   

= − + − − + =

=

= + − − − + =

 
 
 
  

0 0 0 0
0

0
0 0 0 0

0

 

3همه  دترمینان 3  های  است. با بررسی زیرماتریس 3صفر شد پس رتبه ماتریس کمتر از ها2 بینیم می 2

rankحداقل یکی از آنها دترمینان غیرصفر دارد.پس  که  A = 2  . 

   * * * * * * 

 

Aرتبه ماتریس  مثال: 1
2
3
2

-1 2 4
-1 -2

- 3 6

 
 

=  
 
 

14  علوم کامسیوتر)کدام است ؟    40)  

 یک 1)

 دو  2)

 سه  3)

 صفر  4)
 

 1  گزینهپاسخ:  

 :نشان دهیم  iRبا ام را i. سطر  شودمشخص می سطرها بین  ارتباطبا کمی دقت 

R

R R

R R R R

A

1
1

2 12
3

3 1 2 12

1
2
3
2

-1 2 4
-1 -2

- 3 6

 
 

= = − 
  = − = 

 

 

rank. هستندسطر اول   مضرب های دوم و سوم  سطرAماتریسدر  پس A 1=   . 

 

   * * * * * * 
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 استقلال خطی 

هر ترکیب خطی از بردارهای  
kX ,X , ,X...1 به صورت   2

k kc X c X c X+ + +1 1 2 مضارب  است که    2

kc ,c , ,c...1  صفر است:   بردارهمیشه  حاصل آن   اسکالرهستند. یک ترکیب خطی وجود دارد که 2

 
kX X X o+ + + =1 20 0 0 

اگر این  حالا سوال اینجاست که آیا ترکیب خطی دیگری نیز از این بردارها وجود دارد که برابر با صفر باشد؟  

گوییم بردارهایدهد، می ترکیب، تنها ترکیب خطی باشد که بردار صفر را می 
kX ,X , ,X...1 مستقل خطی    2

اسکالرهای   اگر  اما  هستند. 
kc ,c , ,c...1 اما  2 نباشند  صفر  هم  با  همه  که  باشند    حاصل  موجود 

k kc X c X c X+ + +1 1 2 گوییم بردارهای بردار صفر شود، می  2
kX ,X , ,X...1    وابسته خطی هستند. 2

 به طور خلاصه: 

بردارهای  -
kX ,X , ,X...1 مستقل خطی اند هرگاه از تساوی 2

k kc X c X c X o+ + + =1 1 2 2 

بتوان نتیجه گرفت 
kc c c= = = =1 2 0 . 

 

   * * * * * * 

Xی بردارها  مثال: X X, ,1 2  خطی؟ یا وابسته مستقل خطی هستند  3

X X X1 2 3

1 3
1 -2 4
2 2 1

     
     

= = =
     
          

0
 

 پاسخ:  

cفرض کنیم  :اولروش  X c X c X+ + =1 1 2 2 3 3 شودمی نتیجهسسس با حل دستگاه بررسی کنیم که آیا   0

c c c= = =1 2 3  یا خیر؟ 0

c c

c c c c c c

c c c

1 2

1 2 3 1 2 3

1 2 3

31 3
1 -2 4 2 4
2 2 1 2 2

+ =       
       

+ + =  − + =       
        + + =        

00 0
0 0
0 0

 

c  نها جوابت بینیم کهبا حل این دستگاه می c c= = =1 2 3  است. پس بردارها مستقل خطی هستند.  0
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 روش دوم: 

Xبردارهای  ماتریسی که  X X, ,1 2 دهد  رتبه این ماتریس نشان میگیریم. را در نظر می های آن باشند ستون 3

دهنده آن  ی هستند. اگر دترمینان ماتریس مربع مخالف صفر شود نشان ها مستقل خطاز ستون چه تعداد که 

 ل خطی هستن. های آن مستقاست که ستون 

A det A

1 3
1 -2 4 11
2 2 1

 
 

=  = 
 
  

0
0 

Xی پس بردارها X X, ,1 2  مستقل خطی هستند.  3

   * * * * * * 

Xی بردارها  مثال: X X, ,1 2  خطی؟ یا وابسته مستقل خطی هستند  3
 

X X X1 2 3

1 3 2
4 -2 1
2 2 2

     
     

= = =
     
          

 

 پاسخ:  

Xبردارهای  ماتریسی که  X X, ,1 2  .دترمینان آن را به دست آوریم: گیریمرا در نظر می های آن باشند ستون3

A det A

1 3 2
4 -2 1 4 6 16 8 24 2
2 2 2

 
 

=  = − + + + − − =
 
  

0 

Xی پس بردارها X X, ,1 2  . در نتیجه وابستۀ خطی هستند ستندنیمستقل خطی  3

   * * * * * * 
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 پیروز باشید 

 تدریس فصل اول پایان بخش هشتم از 
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