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 رده بندی مجموعه ها
جعهآا   "جواهیم اه  ا مجموعه  هه   مانه هیی میانهآ  ننیم هه  اا اه  جو ه  اه  اههآاها رههه  ا اخواهیم مجموعه می

اه    ء ح لت نلی ا      جعهآا  اعضههه  اسهههاهه  ا ننیم  ام   ا    عنوان معیه ا  ااا  اهآاها مجموع اه   "ء اعضههه 
 :آاین مجموع  ه  جو   ننیهم جواهی  اااط   ا   اااآا    ننیم ( اساه  ا مییایمههومی ا  ه م )ن ا ین ل

 توانیرابطه هم
ی   ا هم جعآا ( هسهانآ اگا و جنه  اگا ج اعی  وسهویی )ی   -جوان )هم ااههم B وA ه    م مجموع گوییمی

   ه میم می  جن ظا ی  ا  ی   ی   و پوش ( اه یکی ا   یگا  مو و  ا شآ چنین ج اعی اا
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ست هیاا س  ویژگی هیا اا  اا :ا  ارزیرابطه همجواهی ی   اااط  هم
A   (A∀  (است:                                                                                   بازتابی ≃ A 
,A∀است:                                                               متقارن B    (A ≃ B →  B ≃ A) 
,A∀است:                                           متعدی B, C    (A ≃ B  ∧  B ≃ C →  A ≃ C) 

 
 
 
 
 

𝐚 

𝐛 

𝐝 

𝐜 

𝐀 
𝟏 

𝟐 

𝟒 

𝟑 

𝐁 

A ≃ B     ⇔      ∃f: A → B    ی ا  ی  و پوش  

𝑓 
 

 مفاهیم پایه  1
 . جلسه اول: نظریه مجموعه ها، کاردینالیتی
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 بازتابی بودن:   

I(x)ج اع هم هی ا  ض اط      Aاو  مجموع   لخواا   = x     :هش ن می  هآA ≃ A 

                     
 متقارن بودن:

:fاگا     A → B    ی  ا  ی  پوش  ا شآ ج اع معکوس رنی اهB    اA     ی  ا  ی  و پوش ست 

                                                       
 

   :متعدی بودن

:fاگا   A → B     وg: B → C       ی  ا  ی  پوش  ا شنآ جانیب رههgof  اه A      ا C   ی  ا  ی  و
 پوش ست   

                   
 

 
ی مجموع   نیز جواهیاااط  هم  شهو  ااه  میه   همانآ  اشهی ء  ا نسسااه  ا عث افااه و  سها ها اااط  هم

ننآ  مثس جم م مجموع  ه   سهه  عضههو   ا ی  نسس  ااا  ااهآ  انآ  می امجزایی اه  اا  ا نسسههه    
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جوان هسهانآ  مجموع  ه    و عضهو  هم  ا  هم  ا ی  نسس  ااا  ااهآی مجموع  جهی ف    چون ا  هم هم
 ا  خو ش هم نسس است و     

 
 

   هیمح لا ا  هانآام اه این نسس ه  ی  ن ا ین ل هسبت می

 کاردینال )عدد اصلی(:
 است   یشمجموع  مان هیی هم ن جعآا  اعض   ن ا ین ل ها

 های متناهیمجموعه کاردینال 

0 ∅ = { } 

1 {1 } 

2 {1,2 } 

… … 

K {1,2,… , k } 

A = { 1 ,  2 , … , k }  ⇒  card(A)  = k 

:ه ی مجموع  الهب  ن  رن اا ا    ا هظای  ها ن   توجه⅀   هیم ی  مجموع  مان هی است   هش ن می   

:جس و      توجهCard(A) = Card(B)   جوان او ن  و مجموع  است:ا  معن   هم 

Card(A) = Card(B)  ⇔   A ≃ B  ⇔  ∃f: A → B  (  ی ا ی  و  پوش ) 

 

Card(A)ام  ه مسهه و    ≥ Card(B)     چ  هم هی اا ااا اسههت و ا ههس هموا م  یسهه  نا ن ن ا ین ل ه
 است؟    چگوه 
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 لم:

   Bا   A و و  ج اع پوشهه  اه    ا شههآ  Bازاگاا مسهه و  ن ا ین ل    Aن ا ین ل   شههالا لاهم و ن فی ااا  رن ن 
 است 

Card(A) ≥ Card(B)  ⇔  ∃f: A → B  (  پوش) 

 و و   اا :  Bا     Aاینیم ج اعی پوش  اه  استی می  Bایشاا اه    A ا این شکل جعآا  اعض    

 
 لم:

اه  یه   اه یه و و  جه اع  اه شهههآ    Bنوچکاا مسههه و  نه ا ینه ل   Aنه ا ینه ل   شهههالا لاهم و نه فی ااا  رن نه 
 A  اB    است 

Card(A) ≤ Card(B)  ⇔  ∃f: A → B  ( ی ا ی) 
 

 و و   اا :  Bا     Aنماا استی ج اعی ی  ا  ی  اه    A ا شکل هیا چون جعآا  اعض    
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 مجموعه نامتناهی:  تعریف

 گوییم ه مان هی است جوان ا شآ میا  یکی اه هیامجموع  ه   انیآ خو ش هم   A اگا مجموع 

 مو و  ا شآ    Aا   A  ه مان هی است اگا ج اعی ی  ا  ی  و غیاپوش  اه   A ا  عب ات  یگا: مجموع   

 
 

 
 

 توضیح: 

:f   ی اگا  A  ا مجموع  مان هی A → A جواهیآ ی  جن ظا  یعنی همی شههو ی  ا  ی  ا شههآ حام  پوشهه  می
  اا ااا ننیآ   Aو ی  هیامجموع  انیآ   Aی  ا  ی  این  

 
 

 
 
 
 

ااا  مثه ل:     پیهآا نا  ℕ ا     ℕجوان ج اع ی  ا  ی  ولی غیاپوشههه  اه  می ℕام   ا مجموع   ه مانه هی م هنهآ  
f(n) = n +  است یکی اه هیامجموع  ه   انیآ خو ش  و   ℕی  جن ظا ی  ا  ی  این    1

 
 
 
 
 
 

𝑛ا  مجموع  اعآا  طبیعی  ℕ  طبق شکلی مجموع  ≥  هم جوان است       2
 

 های نامتناهیچند مثال از مجموعه

  

ℝ = (−∞ ,∞) 

ℝ𝟐 = ℝ ×ℝ 

 

ℕ = { 1 ,  2 ,  3 ,  4 , 5 , 6 , 7… } 

ℕ𝑒 = { 2 ,  4 ,  6,  8,… } 

ℕ𝑜 = { 1 ,  3 ,  5,  7,… } 

ℤ = { … ,−3,−2,−1,  0 , 1 ,  2 ,  3 , … } 

ℚ = {
n

m
 | n,m ∈ ℤ,  m ≠ 0} 

ℕ× ℕ = { (n,m)| n,m ∈ ℕ} 

𝐀 = { 𝟏  ,  𝟐  ,  𝟑  ,  𝟒  ,  𝟓 } 

𝐀 = { 𝟏  ,  𝟐  ,  𝟑  ,  𝟒  ,  𝟓 } 

ℕ = { 𝟏  ,  𝟐  ,  𝟑  ,  𝟒  ,  𝟓  ,  𝟔  , 𝟕 ,  …  } 

ℕ = { 𝟏  ,  𝟐  ,  𝟑  ,  𝟒  ,  𝟓  ,  𝟔  , 𝟕 ,  …    } 

∃B ⊂ A    s. t    A ≃ B    ⇔  A ه مان هی است  
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⅀∗ = {λ}⋃⅀⋃⅀2⋃⅀3 ⋃ …   

 

  اهیم ن :      می
                                                               

ℕ⊆ ℤ ⊆ ℚ ⊆ ℝ  
 )مطالعه آزاد(مفهوم چگال بودن 

ا   و و   اا  ن    ا اعآا  ح ی ی چگ ل هیسهانآ  این  و عآ   همیم ماوالی ف  هل   ℤ و     ℕمجموع  ه    
 عآ   میمی و و  هآاا      2و    1 ا رن ف  ل  عآ   میمی و و  هآاا   مثس این  

 
 
 
 

,a)چگ ل اسههت   ا ها ا ها   (ℚ)ام  مجموع  اعآا  گوی    b)   ن a < b  هه یت عآ  گوی  و و   اا   ا   ای

نا هآ ها اهآاها  ا طبیعتی ی  عآ  گوی  اسههت  )این جصههوا ه  اسههت اا  همین  لیل فیث غواثی ن جصههوا می

اعآه  ام  ماو   و و  حهاا ه یی  ا سهیسهام اعآا  گوی   ی  عآ  گوی سهت(  𝑥  ها ه ط  اه مموا اشهانآ ن  

ا شهآ ام  این عآ  ا  هی  نسها  ا  فام    2√شهآهآ   ااا  مث ل  طا مااعی ا  ضهلع واحآ ا یآ  
𝑛

𝑚
ااااا هیست     

 خ لی اه لطف هیست    2√اثب ت گوی  هبو ن  

 
 گویا نیست.  𝟐√ثابت کنید تمرین: 

2√رن اا ا  فام    جوانمیگوی  ا شهههآ  پ    2√ فاض ننیم  :برهان خلف =
n

m
اعآا     m وn هوشهههت ن    

ع مل    mو    nجوان فاض نا    ههمیم هسههانآ  هم نین ا  سهه  ا نا ن  ههوات و مخاا ج  حآ امک ن ی می

 مشااک هآااهآ و هسبت ا  هم اولنآ 

   √2 =
n

m
   ⇒   n = √2m ⇒   n2 = 2m  

 n2  پ   هوا است  n  :هوا است   

n = 2k ⇒  n2 = 4k2 ⇒ 4k2 = 2m  ⇒ 2k2 = m   

  mو    n طبق فاضاین جن  ض اسههت هیاا  شههآهآ    اخش پذیا  2ها  و اا      mو    n  پ   اسههت هوا   m پ 

 هیست   گوی     عآ  2√   شو   ا هایج ا  این جن  ضی فاض خلف ا  می  هسبت ا  هم اولنآ 

 یادآوری:

 شو  افااه می   (ℚ𝑐) و اعآا  گنگ (ℚ) اعآا  گوی     اعآا  ح ی ی ا   و مجموع 

−𝟐    − 𝟏         𝟎         𝟏          𝟐         𝟑 
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  فاماعآا  گوی  ا  
𝑛

𝑚
n,mهسهانآ)    ∈ ℤ و  ا اسه  اعشه ا  رهه  همیشه   واا جکااا و و   اا  اعآا  گنگ )

 ا  فام  
𝑛

𝑚
   ال هم یش هیسانآ و  ا اس  اعش ا  رهه   واا جکااا و و  هآاا      

 مجموعه های نامتناهی شمارا: 

 . گوییم شمارای نامتناهیجوان ا شآی رن اا  هم   ℕ ا   Aهی  اگا مجموع  ه مان 

 

×ℕو    ℚو    ℤو    ℕه    مجموع  ℕ    اهآ شم اا  ه مان هی  ∗⅀و 

 مجموعه های ناشمارا: 

Card(A)اگا   > Card(ℕ)    ا شهآ A اا ه شهم اا گوییم  ا  ای ن  یگای A      ه شهم ااسهت اگا و جنه  اگا هی

 مو و  هب شآ A ا   ℕ ج اع پوش یی اه  

 
 

,a)و    ℝ2و    ℝه    مجموع  b)      و[a, b]    وℂ   شم اا هسانآ ه 
 

 بررسی چند مجموعه معروف:

 است پ  شم اا  ه مان هی است جوان  هم  ℕهوا ا     مجموع  اعآا  طبیعی  الف:

 

 است پ  شم اا  ه مان هی است جوان  هم  ℕفا  ا     مجموع  اعآا  طبیعی ب:

 

 
ااا  هشه ن  ا ن این مطلبی     شهم اا  ه مان هی اسهتپ     جوان اسهتهم  ℕی ا   ℤ مجموع  اعآا   همیم ج: 
هوا ه  اا ا  اعآا   هههمیم ه منهی و  f  ننیم  ج اع  ه  و فا ه  جهکیه  می و  سهههاه  هوا ا   اا طبیعی  اعآا 

 :هگ ا فا ه  اا ا  اعآا   میم منهی می

f(n) = {

n − 2

2
n هوا        

−
n + 1

2
n  فا      

 

 

 
𝐟(n) = 2n 

𝐂𝐚𝐫𝐝(𝐀) = 𝐂𝐚𝐫𝐝(ℕ)  ⇔  𝐀  شمارای نامتناهی است 

 

𝐂𝐚𝐫𝐝(𝐀) > 𝐂𝐚𝐫𝐝(ℕ)  ⇔ ت اس شماراه    𝐀 

 

f(n) = 2n − 1 
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ℕمجموع  د: × ℕ = { (n,m)| n,m ∈ ℕ}ها هوا ماجب   ی شهههمه اا  ه مانه هی اسهههت(n,m)     ی

ااچسههب  اا ا  ی  عآ  طبیعی ماجب  جوان ها هواایم میه ط   ا شههکل هیا اسههت هم هطوا ن  هشهه ن  ا ا

×ℕمجموع پ     گزاا  نا   ℕ      مجموع  اعآا  طبیعی    اℕ  جوان استهم: 

 
 

×ℕ   مشهه ا شههم اا  ه مان هی اسههت اثب ت ت   ℚمجموع  اعآا  گوی     ه: ℕ     اعآا  گوی   مثبت اا  اسههت
 همین اوال ااا  اعآا  گوی   منهی   ال جکااا  نا   گزاا ا  اعآا  طبیعی ااچسهههب    شهههکلجوان ا  این  می
 است 

   

 
 

 :شمارای نامتناهی است(∗⅀)  همه رشته های متناهی مجموعهو: 

⅀است  فاض ننیم    ه جهی و مان هی   (⅀)مجموع  الهب     = {a, b}     ا شآ  و عضو ⅀m   مجموع  هم
2⅀است مثس    m|⅀|ه    جعآا  این اشا   است  mه   ا  طول    اشا = {aa, ab, ba, bb}     چه اعضو

3⅀ است و   = {aaa, aab,… , bbb}   𝟎⅀  هم نین  هشت عضو  است = {λ}   ن λ است  اشا  جهی    
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   هیم: اا ا  این عسمت هش ن می   ⅀مجموع  جم م اشا  ه   )مان هی(   ال جولیآ ا  الهب    :  ∗⅀
 

⅀∗ = {λ}⋃⅀⋃⅀2 ⋃⅀3 ⋃⅀4⋃… 

card(⅀∗) = card(ℕ) 

 :  𝐁𝐀 معرفی نماد

BA     مجموع  هم  جوااع اه A ا B     :است 
                                               BA = {𝑓| 𝑓 is function from A to B} 

 جعآا  این جوااع ااااا است ا :  
card(BA) = card(B )card(A) 

 
A مجموع  هم  جوااع اه   مثال: = B ا  {1,2} = {a, b}      اا اBA  ج اع    4 هیم ن  شههه مل  هشههه ن می
 است:

BA = {h, g, p, q} 
 

 
 

 یک نمونه معروف:

{0,1}ℕ  مجموع  جوااع اهℕ    {0,1} اسههت ها نآام اه این جوااع ی   هب ل  ا ینا  اسههت  پ     {0,1}اℕ    
 جموع  هم   هب ل  ه   ا ینا  است:م

{0,1}ℕ =

{
  
 

  
 
< 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1… >,
< 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0… >,  
< 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1… >,
< 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0… >,
< 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1… >,
< 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1… >,

…  }
  
 

  
 

 

 است card(ℕ)  هیم ن  این مجموع ی ه شم ااست و ن ا ین ل رن انیآا ازاگاا اههش ن می

Card(A)گاا  یادآوری: > Card(ℕ)    ا شهآA   ااا  اثب ت ه شهم اا او ن   اا ه شهم اا گوییم A    ن فیسهت
 و و  هآاا      Aا      ℕهش ن  هیم هی  ج اع پوش یی اه

 مجموع  هم   هب ل  ه   ا ینا  ه شم ااست:قضیه: 

 :آشا  ا شو و   ا  ℕ{0,1} ا ℕ اه  f )ااه ن خلف( فاض ننیم ج اع پوش یی م هنآ  اثبات:  
 

𝑓:ℕ → {0,1}ℕ 
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f(1) =   < 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1… >
f(2) =   < 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0… >
f(3) =   < 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1… >
f(4) =   < 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0… >
f(5) =   < 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1… >
f(6) =   < 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1… >
…                                …                             

 

ا شهآی  ا  ومین   اشها   جه وت    f(1) ا ماولین  اولین ا م رن ا   ن  هویسهیم  طوا  میاا   yح لا  هب ل  ا ینا   
 ا ا  همین جاجیب  و         f(3)ا م  سهومین  ا م ا   ی  ا سهومین  اخاسف  اشها  ا شهآ  f(2)ا م  ومین  ا م ا   
 ا شآ f(k) ام اهkام مخ لف ا  ا م  k ا م
 

⇒      𝑦 = (100101⋯ ) 

 

f(1) =   < 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1… >
f(2) =   < 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0… >
f(3) =   < 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1… >
f(4) =   < 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0… >
f(5) =   < 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1… >
f(6) =   < 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1… >
…                                …                             

 

y  م است..علوی مyشآن    هوشا ا  جو   ا  هموا   ≠ f(1)     وy ≠ f(2)         پ   وy    ا اا f   آاا  ااا ه    
 ا  هآاا  و و     ℕ{0,1} ا ℕ ج اع پوش یی اه  پ  ث ات نا یم  پوش  هیست )جن  ض ا  فاض(    f یعنی ج اع
 ه شم ااست    ℕ{0,1}هایج  

 :ا  جکنی  ا  ن ا افا   ا این ااه نی ااا  جولیآ  [توجهy گوینآ می جکنی   طا  ن هاوای[ 

 
 مجموعه توانی: 

گوییم  اه عسمت  می  Xمجموع  جواهی    و ا  رن  هیمهشهه ن میP(X) اا ا    X مجموع  هم  هیامجموع  ه  
ماجب  اسهت ا  ی     X شهو  ها هیامجموع  اه  ااا  اشه اا ا  این مجموع  اسهاه  ا می  هیز𝑋{0,1}  ی  2𝑋ه    

  هآ  هب ل  ا ینا  ن  عضویت ی  عآم عضویت عن  ا اا هش ن می
 مثال:

X = {a, b, c} 
 

P(X) = {∅ , {a }, {b }, {c}, {a, b }, {b, c }, {a, c}, {a, b, c}} 

≅ {000 , 100,010,001,110,011,101,111} 
 
 موااا  اایم:  ه
 

 
 

 א اعداد اصلی 
𝟎

 : c و  

card X = α  ⇔ card P(X) = 2α 
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 א اا ا  ℕ ن ا ین ل
0

  (aleph-nought, aleph-zero)  هیم:   هش ن می    card(ℕ) =  א
0

 

 אن ا ین ل ها مجموع  شم اا  ه مان هی  پ   
0

 است     
 

card(ℕ) = card(ℤ) = card(ℚ) = card(⅀∗) =  א
0
 

 
    هیمهش ن می  cه  اا ا   ه شم اا هسانآ  ن ا ین ل این مجموع  ℝ و     ℕ{0,1}ام  مجموع  ه    

card(ℝ) = card({0,1}ℕ) = c 
 هیز و و   ااهآ   cه   ازاگاا اه  ه   ه شم اا ا  ن ا ین ل ت ننیآ ن  مجموع      

 مهم:  یک رابطه
 
 

ها  هب ل  ا ینا   مط اق شهکل  مع  ل و هم ااه اسهت      ℕ{0,1}ا  مجموع     ℕمجموع  هم  هیامجموع  ه    
 جو   ننیم:  1 ن فیست ا    یگ ا ا م ه    استℕ هش ن  هنآا ی  هیامجموع   

 

 
P(ℕ)ی   هب ل  ا ینا  و و   اا  و ا لعک  یعنی    ℕهظیا ها هیامجموع  اه     ≈ {0,1}ℕ    

این اعهآا  نه ا ینه ل و این اااطه  و و     پ اسهههت  ℝجوان اه   ی هم ℕهه    انه اااین مجموعه  همه  هیامجموعه 
  اا :  

P (ℕ) ≈ {0,1}ℕ ≈ ℝ   ⤇  cardP(ℕ) = 0א2 = cardℝ = 𝒄 

,𝟎)ی بازهقضیه:   ناشماراست. (𝟏

 ]شو  است اه جکنی   طا  ن هاوا اساه  ا می ℕ{0,1}اثب ت این حکم مش ا  اثب ت ه شم اا او ن  [

a فاض ننیم قضیه: < b    ا شآ  هم  ا ها ه   هیا ه شم اا هسانآ 

 (−∞ , b], (a,∞), [a, b], (a, b) ,  [0,∞) , (−∞ ,    است   cهسانآ و ن ا ین ل رهه   ه شم اا  (∞
 

 
 

0א2 = c 
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ایم ن   ااا  مث ل هش ن  ا ا ااه( او ن ا ها ه   اسا  اا هش ن  ا ا ایم جوان )هم ا جصویا ا لا ا  ذنا مث ل هم

−)جوان هسانآ  ا جصویا پ یین ج اع ج هژاهت ی  جن ظا ی  ا  ی  این  هم  [1,3]و    [1,2]ا ها ه    
𝜋

2
,
𝜋

2
)   

 شو  ها  و ا ها ن ا ین ل یکس هی  ااهآ ننآ و ث ات میایج   می  (∞+,∞−)و  

 

 .اجتماع مجموعه متناهی و مجموعه شیمارای نامتناهی،مجموعه  شیمارای نامتناهی اسیت  قضییه:

 اا اایم چون ج ثیا   ا ا ام ع هآاا    Bاااآا عن  ا مشااک اا اه  

  . مجموعه شمارای نامتناهی است اجتماع تعدادی شمارا مجموعه شمارای نامتناهی،  قضیه:

 ∀ⅈ   𝐴𝑖 ≃ ℕ     ⇒    ⋃𝐴𝑖 

∞

𝑖=1

 ≃ ℕ 

 ا ام ع  و مجموع  شم اا  ه مان هیی شم اا  ه مان هی است مثال: 

 اآون ن سا  شآن اه نلیت فاض ننیم مجموع  ه  مجزا هسانآ 

 

 

 

 

 
 قضیه مجموعه توانی:

 𝛼  2α <  شو  ن  ااا  ها عآ  ا لی )مان هی ی  ه مان هی( هموااا:ث ات می

א <:    مثس
0

     c  2c <و       0א2    
 

 فرض پیوستار )مطالعه بیشتر(:

A = {a1, a2, a3, a4, a5,  ……} 

B = {b1, b2, b3, b4, b5,  ……} 

A ≃ ℕe 
B ≃ ℕo 

} ⇒ A⋃B ≃ ℕe⋃ℕo ⇒   A⋃B ≃ ℕ 
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 אاین  گوید:فرض پیوستار می 
0

c و  = 0א2  هی  ن ا ین لی و و  هآاا     

 
جوان  هم   ℝجوان او  ی  ا   هم  ℕایم ی  ا   اا ن  اااسهی نا ا ℝ ج  ننون ها نآام اه هیامجموع  ه   ه مان هی

אو و   اا  ن  ن ا ین لش این    Aری  مجموع  ا  م هنآ  او    
0

 ا شآ؟   𝑐 و  

ث ات شهآا اسهت ن  جسش ااا  پ سها  ا ن ا  این سهوال اا مبن   ا هول موضهوع پذیافا  شهآا هظای  مجموع   

جواهیم اپذیایم  میجسشهی ایهو ا اسهت  ا  عب اجی این حکم ه    ال اثب ت اسهت و ه    ال ا  اسهت   (ZFC)ه   

א نه : چنین مجموعه  ا  و و  ههآاا  و اعهآا  نه ا ینه ل
0

ماوالی هسهههانهآ و این رههه  هی  نه ا ینه لی  ااا  𝑐 و  

 جواهیم اپذیایم ن  چنین مجموع  ا  و و   اا    هآاا  )فاض پیوسا ا(  هم نین می

  ا ها  و ح لت ی  سیسام س هگ ا اه ا ول موضوع خواهیم  اشت 

  :موارد مهم چکیده

  : ⅀  مجموع  الهب ست و مان هی است    

    :  پ  شم اا  ه مان هی است   جوان است هم   ℕا   است و  مجموع  هم  اشا  ه   مان هی  ∗⅀

: P(⅀∗)   مجموع  هم  ها ن ه  است و ا P(ℕ)پ  ه شم اا است   جوان است هم 
 

 های مهم:ها و تساویارزیهم

 

{0,1}ℕ ≈ P(ℕ) ≈ [𝑎, 𝑏] ≈ (c, d) ≈ ℝ     → 0א2      = c 
 

ℕ× ℕ ≈ ℕ    → א     
0
א
0
= א

0
  

 
ℝ ×ℝ ≈ ℝ      →        cc = c          

 

 

 جدول کاردینال ها:

 مجموعه های متناهی -1

 کاردینال  مجموعه های متناهی 

∅ = { } 0 

{ 1 } 1 

{ 1 ,  2 } 2 

{ 1 ,  2 ,  3} 3 
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ℕ𝑘 = { 1  ,  2 , … ,  𝑘 } 𝑘 

⅀مجموع  الهب    جعآا  الهب    

 

 

 

 

 

 مجموعه های شمارای نامتناهی -2

 

 کاردینال  شمارای نا متناهی 

ℕ א 
0
 

ℕ𝑒 א 
0
 

ℕ𝑜 א 
0
 

ℤ א 
0
 

ℕ × ℕ א 
0
 

ℚ א 
0
 

 א ∗⅀  هم  اشا  ه   مان هی
0
 

 

 ℝتوان با مجموعه های ناشمارای هم -3

 کاردینال   ℝنا شمارای همتوان با  

{0,1}ℕ 20 א = 𝑐 

P(ℕ) 20 א = 𝑐 
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[𝑎, 𝑏] 𝑐 

(c, d) 𝑐 

ℚc 𝑐 

ℝ 𝑐 

ℝ×ℝ 𝑐 

0 אP(⅀∗) 2مجموع  هم  ها هه     = 𝑐 

 

 

 

 مجموعه های ناشمارای بزرگتر -4

 کاردینال   ℝ  بزرگتر ازنا شمارای  

P(ℝ ) 2c 

 

 ها: ای مجموعهمقایسه پله -5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ℕ , ℤ, ℚ , ℕ × ℕ 

ℝ, [𝟎, 𝟏],  {𝟎, 𝟏}ℕ, ℝ × ℝ 

 شمارای نامتناهی

 אکاردینال   )
𝟎

)   

   𝐜 با کاردینال 

     𝐜 با کاردینال بزرگتر از

∅ 

 شمارا نا

   c نال  با کاردی

 شمارا نا

   cل بزرگتر از با کاردینا

P(ℝ) 
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 ای مجموعه های توانی: مقایسه پله -6

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 متناهی ها ⅀

P(⅀∗) ≃ P(ℕ) ≃ ℝ 
 

هامتناهی ⅀  
   

∅ 

P(ℝ) 

ℕ ,  א کاردینال *⅀
𝟎

   

 کاردینال

𝟎א𝟐 = 𝐜 
 

 کاردینال

𝟐𝐜  
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 . فصل اول:    مفاهیم پایه

 
 ها، تعریف گرامر جلسه دوم:    عملگرها روی رشته ها و زبان 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

-2- 
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 عملگرها روی رشته ها: 

⅀مجموع  الهب  اا ا     ه جهی و مان هی است   مجموع  ا    هیم ن هش ن می   

wها اشها  ی   هب ل  مان هی اه الهب  اسهت  ااا  مث ل اشها   = abab     جشهکیل شهآا    4اشها  ا  ا  طول
جعآا  الهب     هیم   هم یش می  εی    λ( اا ا  هم    blank- empty- nullاشها  جهی )  اسهت   bو a اه الهب    

ا    هها اسهت     λ هیم  طول اشها    هشه ن می  | w |ه میم و ا   می w)اهآاها(  طول   اا   wمو و   ا اشها   
    :ه  جو   ننیآاین هموه 

 
w = abaaab  ⤇  |w| = 6 
w = λ  ⤇  |w| = 0 

v = abλa    ⤇ |v|=3 

 
 (concatenation)الحاق:عملگر 

w اسهت  واضهم اسهت ن  جاجیب  ا الم ق اهمیت  اا  اگا   wv اشها     vاشها    وw الم ق اشها    = ab    و
v = aa    رهگ اwv = abaa      ام   vw = aaab )پ  عمل الم ق خ  یت   اج یی هآاا   )رالی هیست 

|wv|ا شآ رهگ ا     m اشا  ا  ا  طول  vو    nاشا  ا  ا  طول    wهاگ ا   = n +m   

wλ  اشا  جهی  ا الم ق خنثی است:     = w   ,  λw = w  

 جو   ننیآ:ه     هموه ننیم  ا  این  ا  خو ش اساه  ا می  wا ا الم ق اشا     nااا     wnاه هم    

 ,     w1 = w ,   w2 = ww,        w0 = λ 
 

 ااااا هیست    xnwnا     n( xw)دقت کنید:   
 



19 

 

 

(xw)n = xw xw xw … xw⏟          

 𝑛 ا ا

≠ xnwn 

 :⅀ ی ستاره بستار

شهو     ا یم ن  شه مل اشها  جهی هم میهشه ن      ∗⅀اا ا  عسمت⅀ مجموع  جم م اشها  ه   مان هی ا  الهب    
 ه میم می   +⅀مجموع  جم م اشا  ه   مان هی ه جهی اا  

 
 

⅀∗ = {𝜆}⋃⅀⋃⅀2 ⋃⅀3 ⋃⅀4 ⋃… 
 

⅀+ = ⅀⋃⅀2 ⋃⅀3 ⋃⅀4 ⋃…         
 

  ا هایج :

⅀+ = ⅀∗−{𝜆}  
 

  شو میهیز جعایف    اه اشا  ه مجموع     هاااا   سا اا  عملگا اسا ا  :  توجه

𝑨∗ = {𝜆}⋃𝐴⋃𝐴2 ⋃𝐴3 ⋃𝐴4 ⋃… 

 
 (reverse) وارون:عملگر 

w   فاض ننیم   = a1a2a3…an   نه  هاai    یه  الهبه  اه شهههآ  معکوس یه  وااون w     اا اهwR    هشههه ن
 ریآ:و ا  عک  نا ن جاجیب الهب  ا   ست می  هیممی

w = a1a2a3…an ⤇   wR = anan−1…a2a1 

 مثس:

 
w = abc     ⤇       wR = cba 

 اهآاها یکس ن  ااهآ:  wRو    w  ا  وضوح

|wR| = |w| 
 دقت کنید:   

(wx)R = xRwR 

 

(uvw)R = wRvRuR   

wاگا  مثال:  = abc   و  x = bbaa    :رهگ ا 

(wx)R = (abcbbaa)R = aabbcba = xRwR 
 

 :  نتیجه

(wn)R = (wR)n 
 مثال:  
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(w2)R = (ww)R = wRwR =  (wR)2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 رشته های آینه ای: 

w     رین  ا  است اگا و جنه  اگاwR = w    ااا  مث ل aabbaa    و bacab  رین  ا  هسانآ 

= w  هسانآ:                              vvRا  ا  طول هوا ا  فام  اشا  ه   رین  aab⏟
v 

baa⏟
vR

 

= w ی  الهب ست  a  ن    هسانآ  vavRا  ا  طول فا  ا  فام  ه   رین اشا  bac⏟
v 

acab⏟
vR

    

 
 ایهای آینهمجموعه های مرتبط با رشته

{w | wR = w}  ا  مجموع  اشا  ه   رین 

{w wR |  w ∈ Σ∗}  ا  ا  طول فا  اشا  ه   رین 

{wawR|w ∈ Σ∗, a ∈ Σ }  ا  ا  طول فا  اشا  ه   رین 

 
 :(language)زبان 

 ها ها ن مجموع  ا   لخواا اه اشا  ه ست     پ ی  ها ن ه م  اا       ∗⅀ها هیامجموع  اه  

 است  جهیی نوچکااین ها ن است   ⅀ازاگااین ها ن ا  الهب    ∗⅀   

 اه ها ن ه :  هموه چنآ    

 L1 = { }  

 

ننآ  اگا اه ی  اشهها   وا ا وااون اگیایمی ا  هم ن  عملگا وااونی خو ش اا خنثی مییک نکته ساااد    
 ا  طوا نلی جعآا  هو ی وااون گافانی ی  عمل خنثی است:  اشا  اولی  خواهیم اسیآ 

 
(wR)R = w 

 
((wR)R)R = wR 
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L2 = {λ} 

L3 = {a, b, aa, ab} 

L4 = {a
nbm| n,m ≥ 0} 

L5 = {a
3n|n ≥ 1} 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 عملگرها روی زبان ها: 

ها ن    او ها ها ن ی  مجموع  اسهت  پ  جم م عملگاه   مجموع  ا  ) ا ام عی اشهاااکی جه ضهلی مکمل(  
 شوهآ ه  هیز جعایف می

 توضیح  ایعملگرهای مجموعه

L1⋃L2  اشا  ه یی ن  عضوL1     یL2   هسانآ 

L1⋂L2   اشا  ه یی مشااکL1    وL2    

L1 − L2  اشا  ه یی ن  عضوL1    عضو    ام هسانآL2    هیسانآ 

L1ΔL2 
اشا  ه   غیامشااک )ن  ف   عضو یکی اه  و ها ن  

 هسانآ( 

L1
C = L1̅̅ ̅ = ⅀

∗ − L1  اشا  ه یی ن  عضوL1   هیسانآ 

 
 است      Lااااا ا    L2و   L1اشاااک  و ها ن   :مثال
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L   = L1⋂L2 = {a
nbncn| n ≥ 0} 

 

L1 = {a
nbmcm| n,m ≥ 0} 

L2 = { a
nbnck | n, k ≥ 0 } 

 یادآوری هایی از نظریه مجموعه ها:
  

 L1 − L2 = L1⋂L2
C 

L1ΔL2 = (L1⋃L2) − (L1⋂L2
 ) = ( L1 − L2)⋃( L2 − L1) 

 
L1ΔL2  L1 − L2

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 عملگرهای وارون، الحاق، بستار: 

 آ:  ریا   ست می  LRها ن      Lعضو  جم م اشا  ه    نا ن  ا  وااون  

LR = {wR| w ∈ L} 
 مثال: 

 
L = {anbn| n ≥ 0}  → LR = {bnan| n ≥ 0} 

 
 الحاق دو زبان:

 
 
L2  الم ق L ا  خو ش است  

 : مثال

 
     L = a+ = {a  , a2,  a3, … }   ⤇    L2 = LL = {a2, a3,  a4, …… } 

L2 ا این مث ل   ⊆ L   ا ح لت نلی اااط  ا  این رهه  و و  هآاا    ام است  

  L1∆L2    L1 − L2  

 L1  L2  L1  L2 

L1L2 = {w1w2
 |w1 ∈ L1, w2 ∈ L2} 
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 : مثال

         L = {anbn
 
 |  n ≥ 1}  ⤇   L2 = LL = {anbn

 
ambm|  n,m ≥ 1} 

 هی کآام هیامجموع   یگا  هیست    L2و    L ا این مث ل

 
λاگا  توجیه:   ∈ L    رهگه ا هاw ∈ L  جوان اه   هههوات  اا میλw  پ     هوشهههت  w = λw ∈ L2   یعنی
L ⊆ L2  شو می .   

λ ∈ L  ⤇   L ⊆ L2  
 

A| ا ضاب  ن اجی: توجه:    × B| = |A||B|  ا الم ق  و ها ن  اایم  اما :        

                                          |L1L2| ≤ |L1||L2| 

  
L1  اگا مثال: = {λ, a, aa}     و  L2 = {b, ab}  :رهگ ا 

 
L1L2 = {b, ab, aab, aaab} 

|L1|اینیم ن  می = |L2|و     3 = |L1L2|ام    2 = 4 

 
 
 
 
 

 : L ر زبانبستا
 

L∗ = {λ}⋃L⋃L2⋃L3⋃… 

 

L+ = L⋃L2⋃L3⋃… 

 

L0   توجه: = {λ}    استی حای اگاL   جهی ا شآ 

λهموااا     توجه: ∈ L∗    وL+ ⊆ L∗  است  هم نین اگاλ ∈ L    ا شآ رهگ اλ ∈ L+    

+L:                    اایم  ش مل اشا  جهی ا شآ   Lاگا   = L∗  

+L            اایم:  ش مل اشا  جهی هب شآ L اگا = L∗ − {λ}  

 نکته:

 : مکمل ا ام ع و اشاااک چنین است   یطبق   هون  مواگ ن 
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(L1⋃L2) 
C = L1

C⋂L2
C   

(L1⋂L2) 
C = L1

C⋃L2
C 

 نکته:

 شو  و اشاااکی و جه ضل جوهیع همی عملگا اسا ا او  ا ام ع

 البا  این احک م ا   وات ی  طاف  اا اااهآ)ه  ا   وات جس و (:

L1
∗⋃L1

∗ ⊆ (L1⋃L2) 
∗ 

(L1⋂L2) 
∗ ⊆ L1

∗⋂L1
∗  

 

𝐧𝐚 نماد
 (w) : 

na  اا ا w  ا اشا a جعآا  جکااا الهب    
 (w) هیمهش ن می  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :سوالات تالیفی
 

= L هاگ ا   :  1  مساله {b, ab,  aba}   نآام گزین   ا L∗   ؟ ااا هآاا 

 
 

 نآام ه  است است؟: 2مساله

 

 

 

4- ab3abab2a2b 3-   ab3ab2ab 2- (ba)3b  1- b2aba2b  

  4-(L+)∗ = L∗ 3-(L∗)+ = L+ 2-(L∗)∗ = L∗∗ 1-(L+)+ = L+ 

    کدام یک از این جملات درستند؟3مساله

L2الف  اگر  ⊆ L   آنگاL .نامتناهی است 
Lب    ⊆ L2   اگر و تنها اگرλ ∈ L. 
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 :سوالات تالیفیپاسخ 
 

   4گزینه  :  1  مساله
,b}  جوان ا  الم ق  اا می  3و    2و    1گزین  ه     ab,  aba}      س خت   

 
 

 3گزینه : 2مساله
 
 
 

 

 

 

 الف -1 ب -2 هردو -3 هیچکدام -4

 بررسی کنید که برای چه زبان هایی تساوی های زیر درست است؟   4مساله

 L الف: 
∗̅ = (L ̅)

∗ 
 L ب:  

+̅̅ ̅ = (L ̅)
+ 

L∗ = {λ, a, aa, … } 

L+ = {   a, aa, … } 

(L∗)+ = {λ, a, aa, … } 

 است: زبان اینمثال نقض یک نادرست است.  3گزینه 

L = {a}      ⤇ 
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+(∗L)گزینه به صورت  این شکل صحیح  = L∗ است.  

   4گزینه    3مساله

L2اگا     الف:نادرست است.  ⊆ L  جوان هایج  گافت ن   رهگ ا میL = λی      { } ∈ L     یL    است ه مان هی 

L   ب: نادرست است.  ⊆ L2   اگا و جنه  اگا L = λی      { } ∈ L  
 شآ شآی  مل  )ب(  است میاگا  ا  وات سوال ه جهی او ن ها ن فاض می

 
 

    4مساله
 L : تسااوی  الف  

∗̅ = (L ̅)
λهیچ گاه درسات نیسات  زیرا   ∗ ∈ L∗        وλ ∈ (L̅)∗     پسλ ∉ (L∗)̅̅ ̅̅ ̅   .

 است.  λو طرف دیگر فاقد   λیک طرف شامل  پس

 
 L تساوی     ب 

+̅̅ ̅̅ = (L ̅)
 است. برقرار ∅  و  ∗⅀برای برخی زبان ها مانند +

 
 
 
 
 
 
 
 

 فصل اول:    مفاهیم پایه 
 

 جلسه دوم بخش دوم: گرامرها  
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 : (grammar) گرامرها 

 
Gااخی ها ن ه  )ه  هم  رهه (   ااا  گااما هسانآ  ها گااما ی  چه اج یی   = (V, T, S, P)      است 

V شوهآ  مجموع  ا  مان هی اه ماغیاه  است ن  ا  حاوف ازاگ هم یش  ا ا میT  ی  مجموع  مان هی اه
یکی اه     Sگوییم    شوهآ و ا  رهه  پ ی ه  هیز می هم  ه  )ش مل الهب ( است ن  ا  حاوف نوچ  هش ن  ا ا می

   جولیآ است مجموع  ا  اه  واعآ    Pشو    ماغیاه ست ن  ا  عنوان ماغیا رغ هین اساه  ا می
 : ا این گااما

 G: 
S → aSb|cA 
A → Ac|λ 

 

 :عب اجنآ اهپ ی ه  ه  و  واعآ    یماغیاه   

G = ( {S, A}⏞  
V

 , {a, b, c}⏞    
T

   ,  S , {S → aSb ,  S → cA , A → Ac , A → λ}⏞                      
P

  )        

ها ن جولیآ شآا جوس    رینآا   ست میو اساه  ا اه  واعآ جولیآ    Sمجموع  جم م اشا  ه یی ن  ا  شاوع اه
  هیم هش ن می    L(G)ه م  اا  و رن اا ا    گااما  
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= L    ااا  مث ل  هر زبان متناهی، دارای گرامر است :1مثال  {a, ab, aab}    اا  ا هظا اگیایآ 

 :نننآاا جولیآ می  Lها و ها ن    G2و    G1گااماه    

 : 2G 
S → aA|a 
A → aB|b 
B → b 

 

: 1G 
S → a 
S → ab 
S → aa𝑏 

 
L(G1) = L(G2) = {a, ab, aab}    

 ه میم   چنین گااماه یی اا مع  ل می 
ها ها هی ن   ااا  گااما ا شآی  ا وا ع  ااا  اینه یت گااما و ای  ه   ااا  گااما هیسانآ   هم  ها ن توجه:

 ننیم   ا موا  م شین ه   ا  لس ت اعآ  مبت می   هه یت م شین مع  ل است 
 

 

 
 

 گااما پیآا ننیم     Lااا  ها ن   :2مثال

𝐋 = {anbm| n,m ≥ 1} 
 

 : 2 G 
S → aA 
A → aA |bB  
B → bB |λ  

 
 

: 1G 
S → AB 
A → aA |a 
B → bB |b 

 

 نننآ:     اا جولیآ می  Lها و   ی   ها ن    2Gو    1Gگااماه    

)=L2)=L(G1L(G 
                             

 
S  عآا جولیآ    1Gگااما   → AB   ا هطسح  غیاخطی اسهت     اسهت و و ماغیا شه مل   اا  ن   ا سهمت ااسهت

ا  این ح ل ها    ا  ن ا افا  اسهت   ماغیاهم   واعآش حآانثا ی   ا سهمت ااسهت    خطی اسهت  2Gام  گااما  
 نننآ  و گااما مع  لنآ چون ها  و ی  ها ن اا جولیآ می



29 

 

 

 
 

 زبان  گرامر  ماشین 

 

 
:1G 

S → AB  
A → aA |a  
B → bB |b  

𝐋 = {anbm| n,m ≥ 1}  

 

 
:2G 

S → aA  
A → aA |bB  
B → bB |λ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 گااما پیآا ننیم     Lااا  ها ن  : 3مثال

  
L = {anbm| n = m} = {anbn| n ≥ 0} = {λ,  ab,  a2b2,  a3b3, …  }  

 
 ا شآ اه  واعآ   anbn ا ها اشا  جولیآ شو  و فام اشا  ه     bو    aااا  رهک  جعآا  مس و   

   
G:  
S → aSb |λ 

 
 ننیم   اساه  ا می     

 
 اساه  ا چنآا اا اه ی    عآا است    هش ه * : عسمت    Sمااحل جولیآ اشا  ه  ا  شاوع اه  
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  توجه:
n اگا اخواهیم   ا مث ل  بل اگا   ≥ Sاه گااما   و اشا  جهی جولیآ هشو     ا شآ   1 → aSb |ab    اساه  ا

 ننیم  می
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    گرامر پیدا کنیم Lبرای زبان  :4مثال

 
L = {anbm| n ≥ m} 

 
 پاسخ:  

 
 

 

 

G:  
S → aSb |A 
A → aA |λ 
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L(G)=L 
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 فصل اول:    مفاهیم پایه  

 رده بندی زبان ی دارای گرامر     _ جلسه سوم بخش یک:         رده بندی گرامرها  
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 هاماشین مجموعه  ، مجموعه گرامرها  ، مجموعه زبان ها

 

هه ی مجموعه  گااماهه  و مجموعه   می خواهیم نه ا ینه ل سههه  مجموعه  اا اه  هم م ه یسههه  ننیم: مجموعه  هاه ن

 ه  مجموع  هم  ها ن ه  ه شم ااست:م شین

  0N
card(P( )) 2 c = = 

اسهت  پ  ه شهم اا    شهم اا  ه مان هیه   مجموع  هم  م شهینمجموع  هم  گااماه  شهم اا  ه مان هی اسهت   

ه    ااا  گاامای شهم اا  ه مان هی اسهت و ا  رن ا ا  مجموع  ها ن  ها ن و و   اا  ن  گااما  هآااهآ 
0  

هه   ا اهاه ن  مجموعه گااماهه ی و  مجموعه هه یمه شهههین  مجموعه گوییم  یم
0  ی  ا جنه ظا اه  هم  ااا

 ن ا ین ل هم  رهه    ااهآ
0N  است 
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     ( Unrestricted Grammars )    گرامرهای بدون محدودیت

 :هسانآ  فاما  این    رن واعآ جولیآ  گااما اآون ممآو یت نلی جاین ح لت گااما است   
 

α → β α ∈ (T⋃V)+−(T)∗ β ∈ (T⋃V)∗ 

 
β  ام   اشا   لخواهی اه ماغیاه  و الهب  است   α  ا  ای ن  یگا:   اشا  ا شآ  ا یآ  ساکم ی  ماغیا 

                                               α ∈ (T⋃V)∗V(T⋃V)∗ 

 چنآ هموه  اه  واعآ جولیآ  ا گااما اآون ممآو یت: :  مثال

A → aCCb 
A → λ 
aaB → bB 

 
= Lتولید کنند  زبان    𝐆گرامر بدون محدویت    مثال {a

2n|  n ≥  است . {0
 
 

L = {a
2n|  n ≥ 0} = {a1, a2,  a4, a8…} 

 

𝐆: 
 
 
 
 
 
 

 
     ( Context Sensitive Grammars )حساس به متن گرامرهای 

≥ |α|حس س ا  مان شالا  گااما   ا  واعآ جولیآ   |β|   اا  اایم: 

Aم هنآ  اه ب ضههی     واعآ ا این هوع گااما   → λ    وaA → b  ا  ا عث ن هش اهآاها  هی    عآا  و و  هآااهآ
 شو  اشا  همی

 
 : 𝛌عدم تولید 

    αمهاهغهیها یهه   1 په    اا      سههههاهکهم  ≤ |α|  شههههالا طهبهق  ≥ |α|و  |β|      1په ≤ |β|    

ااا   جواهآ اشها  جهی جولیآ ننآ  ا  عب اجی گااما حسه س ا  مان همیجهی ا شهآ     جواهآ اشها همی   βیعنی     

L ن فیستحس س ا  مان ا شآ    Lرهک  ها ن   − {λ}    گااما حس س ا  مان جولیآ شو ی   ا  

 
 

α → β α ∈ (T⋃V)+−(T)∗ β ∈ (T⋃V)∗ |α| ≤ |β| 

S → [Ra] | a 
Ra → aaR 
R] → E 
aL → La 
aE → Ea 
R] → L] 
[L → [R 
[E → λ 
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 حس س ا  مان است:      Lها ن    آ هیهش ن   مثال:

  L = {anbncn| n ≥ 0}  
− Lااا   ن فیست   پاسخ: {λ}    گااما حس س ا  مان پیآا ننیم 

L − {λ} = {anbncn| n ≥ 1} 
 

 نننآ:این ها ن اا جولیآ می    G2 و    G1گااماه    
 

 
 
 
 
 

G2: 

  S → aHbc|abc 

Hb → bH 

Hc → Pbcc 

bP → Pb 

aP → aa|aaH 
 

G1: 

  S → aSBc 

cB → Bc 

SB → b 

bB → bb 
 

SBحس س ا  مان هیست چون   عآا    G1گااما   → b    اا  اا  ام  گااماG2     حس س ا  مان است 

 ایم:اا  ا ها  و گااما هش ن  ا ا   a2b2c2هموا جولیآ  

𝐆در  گرامر 
𝟐

 : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐆در  گرامر  
𝟏

  :  

 
 
 
 

S 

 aSBc 

 aaSBcBc 

aaSBBcc 

aabBcc 

aabbcc 

S 

aHbc 

abHc 

abPbcc 

aPbbcc 

aabbcc 
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 ( Context Free Grammarsگرامرهای مستقل از متن  )

Aدر این گرامرها همه قواعد تولید، به فرم  → β   هستند کهA  متغیر استیک. 

A → β A ∈ V β ∈ (T⋃V)∗ 
 

 هموه  ه یی اه  واعآ جولیآ گااما مسا ل اه مان:
S → aABb , A → bA , B → b , B → λ  

 :  مسا ل اه مان است  L1ها ن   هش ن  هیآ  :اول مثال

                                                                   L1
 = {anbmck| n = m+ k} 

  
 ت مسا ل اه مان اس   L1  است پ   L1جولیآ نننآا    G1  گااما مسا ل اه مان  پاسخ:

 
 
 

 G1: 

S → aSc|A 

A → aAb | λ 

anbmck   ( nهموا جولیآ   = m+ k)    ایم:گااما هش ن  ا ااین  اا  ا 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 
ak+mbmck = ak ambm⏟  

A

ck 

 

S 

akSck 
 

akAck 
 

akamAbmck 
 

ak+mbmck 
 

* 

* 
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 : مسا ل اه مان است  L2ها ن   هش ن  هیآ  :دوم مثال
  

   L2 = {a
ibjckdl| i = j ,  k = 2l}                                          

 
 ت مسا ل اه مان اس   L2  است پ   L2جولیآ نننآا    G2  ا مسا ل اه مانمگاا  پاسخ:

 
 

 aibi⏟
  A  

 c2ldl⏟
   B  

 G2: 
S → AB 

A → aAb  | λ 

B → c2Bd | λ 

 

 ( Linear Grammars)گرامرهای خطی  

  رمآا ا شآی خطی است  حآانثا ی  ماغیان   ا سمت چپ ها   عآا رن    مسا ل اه مانها گااما  

 :هستنددر این گرامرها همه قواعد تولید، به این فرم 

A → xBy 
A → x 

A ∈ V 
B ∈ V 

x, y ∈ T∗ 

 
 خطی است   G1ام  ف      ها و مسا ل اه مان هسانآ   G2و    G1گااماه    

 

G2: 
S → AB   
A → aAb  | λ 

B → c2Bd | λ 
 

G1: 
S → aSc|A 

A → aAb | λ 

 

L(G2) = {a
ibjckdl| i = j ,  k = 2l} 

 
L(G1) = {a

nbmck| n = m+ k} 

 
 
 
 
 
 



42 

 

 

 
 

 (Regular  Grammars)   ) نرمال(منظم گرامرهای 

Aاگا هم   واعآ  ا گااما خطی ا  فام   → xB     وA → x    ه میم رن اا خطی ااست میا شنآ 

Aاگا همه   واعهآ اه  فام  → Bx    وA → x   هه میم گااماهه   خطی ااسهههت و  رن اا خطی چهپ میاه شهههنهآ

 ه میم   گااماه   خطی چپ اا گااما منظم می

 

A → xB 
A → x 

A ∈ V B ∈ V 
x ∈ T∗ 

 
 

A → Bx 
A → x 

A ∈ V B ∈ V 
x ∈ T∗ 

 
 
 

= L  هش ن  هیم ها ن مثال: {w |  |w| ≅ 0  mod 2 }  است  ااا  گااما منظم(  ⅀ = {a, b})   
 پاسخ:

L    گاامامجموع  اشها  ه   ا  طول هوا اسهت  ن فیسهت G   الوک ه   ا  طول  جم م اشها  ه   جولیآ شهآا ا
,aa :هسانآ  چه اج این الوک ه      اا جولیآ ننآ  2 ab, ba, bb 

L(G) = L G: 
S → aaS| abS| baS | bbS| λ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



43 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 سمت راست  سمت چپ  تولیدقواعد نوع گرامر 

α بدون محدودیت  → β α ∈ (T⋃V)+−(T)∗ β ∈ (T⋃V)∗ 

α حساس به متن  → β α ∈ (T⋃V)+−(T)∗ 
β ∈ (T⋃V)∗ 

 
|α| ≤ |β|  

A مستقل از متن  → β A ∈ V β ∈ (T⋃V)∗ 

A خطی → xBy 
A → x 

A ∈ V B ∈ V 

x ∈ T∗ 

خطی راست  

 )منظم( 
A → xB 
A → x 

A ∈ V B ∈ V 

x ∈ T∗ 

 خطی چپ

 )منظم(  

A → Bx 
A → x 

A ∈ V B ∈ V 

x ∈ T∗ 
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 فصل اول:  مفاهیم پایه 
 

 جلسه سوم بخش دو:     معرفی مقدماتی ماشین ها
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 :  های دارای گرامررده بندی زبان

 جم م ها هه    ااا  گااما )اآون ممآو یت(   : 𝒍𝟎رده 

Lها هه یی ن   ااا  گااما حس س ا  مان ااا     : 𝒍𝟏رده  − {λ}    هسانآ 

 مسا ل اه مان   جم م ها هه    ااا  گااما   : 𝒍𝟐رده 

 جم م ها هه    ااا  گااما منظم    : 𝒍𝟑رده 

 

 

 
 
 

 ماشین ها:  
 ا ی  هگ ا نلیی ها م شین  ااا  ی  اازاا ااا  گافان واو   ی ی  واحآ نناال ااا  اهج م پا اهش و ی   

خواهآی واحآ نناال ضههمن خواهآن  اا اه هواا واو   می  wم شههین اشهها   ااا ااا  هم یش خاو ی اسههت   
جغییا حه لهت اهآههآ ی  ا ها حه لهت مجموعه  ا  اه  اه  حه لهت  یگا  یجواههآ اه حه لاالهبه هه   اشهههاه  واو  ی می

ی  فضه   ح فظ    ال خواهآن و    ممکن اسهتم شهین   سهاواات ن  هم ن اها  ل ه  هسهانآ   ال ا ااسهت   
هوشهان  اشها  ا شهآ ن   ا طول اهج م مم سهب ت اه رن اسهاه  ا ننآی هموا ن ا واحآ نناال ا  مجموع  ا  اه  

 ا جعایف اسههمی و    ی  خاو ی ا  م  خواهآ  ا  شههو    ا پ ی ن م شههین  ح لات و جوااع اها  ل مشههخم می
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فاضی  ننیم ا  طوا پیشه  مان هی اسههت هاگ ا اه م شههین  ههمبت میپذیافا  شههآای جعآا  ح لات م شههین
 جعآا  ح لات مان هی است  )مگا رهک  خسف رن ذنا شو   (

 م شین ه  ا  لم ظ م موایت و ن انا   ا  و  سا   ااا  ااهآ:  
 

 ماشین پذیرنده: -الف

  w  خواهآ  اشهههت ن  ا  معن   پذیاش ی  عآم پذیاش  noی    yesی خاو ی  wا  اها  ها اشههها  واو    
 شوهآ  ا ها ن پذیافا  شآا جوس  م شین  ااا  ااهآ اشا  ه یی ن  پذیافا  می  است 

 ( گرمحاسبه-ماشین تبدیل کننده ) تراگذر -ب 

پذیاجوسهه     ج اعی مم سههب اا    f ج اع  ننآ  جولیآ می ا خاو ی  اا  f(w)   م آاای  wها اشهها  واو      ااا 
wمثس م شینی ن  عآ  ا ینا    ه میممیم شین   ∈ (0 + +wگیا  و  اا می  +(1  ننآ اا جولیآ می   1

  ننیآه  اا  ا شکل مش هآا می طاح نلی م شین 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

 ننیم عب اجنآ اه:م شین ه   پذیاهآا ا  ن   ا فصل ه   اعآ مط لع  می

 ماشین متناهی.  -الف

 ای. ماشین پشته -ب 
 ماشین تورینگ کران دار خطی.  -ج 
  . ماشین تورینگ استاندارد -د

 واحدکنترل

 نوار ورودی 

حافظه خواندنی  
 ونوشتنی 

 خروجی  
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 کنیم:ها که در فصل های بعد مطالعه میتوان محاسباتی ماشین
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 فصل دوم:  ماشین متناهی  

 (DFA)  جلسه چهارم بخش یک:     ماشین متناهی قطعی
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 (DFA)ماشین متناهی قطعی 

Mی  پنج ج یی  ها م شهین مان هی  طعی  = (Q , ⅀, δ, q0 , F)  اسهت  Q  اسهت ن    ی  مجموع  مان هی
و جعهآا    لخواهی اه رههه  اا ح لات ههه یی  اسهههت    q0  ح لت اولیه   ح لات    یکی اه  ح لات م شهههین ه م  ااهآ 
:δج اع اها  ل  مجموع  ح لات هه یی اسهت    Fگیایم   )ح لات پذیاش(  ا هظا می Q × ⅀ → Q    ا  اها  ها

qiحه لهت ∈ Q      و ها الهبهa ∈ qjیه  حه لهت  ⅀ ∈ Q  ننهآ:  اا اه  عنوان هایجه  اها ه ل مشهههخم می
δ(qi, a) = qjننیم   اه ی  گااف ااا  هم یش ح لات و اها  ل ه  اساه  ا می 

 

𝛅(𝐪𝐢, 𝐚) = 𝐪𝐣 
 

 
w م شهین مان هی  طعی اشها   = a1a2⋯amننآ و  ا پ ی ن اگا ا  ی   اا اه چپ ا  ااسهت مصهاف می

  L(M)مجموع  اشهها  ه   پذیافا  شههآا جوسهه  م شههین اا ها ن پذیا  ح لت پذیاش اسههیآ اشهها  اا می
 ه میم   می

 
 
 
 
 
 

  )تابع انتقال در ماشین متناهی قطعی(مثال: 

 
جو   ننیآ ااا  ها ح لت و ها الهب    ی   ی  ح لت   M  گااف هم یش م شهین  ج اع اها  ل  ا  آول هیا و   ا 

 ریآ ا   ست می

 
 
 

 
 ا ها حه لهت ااا  ها الهبه    ی ه  یه  اها ه ل   اه  جه اع اها ه ل  ا  هآول هیا و  ا شهههکهل جو ه  ننیهآ    :1مثیال  

پذیافا     Mشه مل چ  اشها  ه یی اسهت؟)چ  اشها  ه یی جوسه    L(M) ها ن  اسهت   dfa اایم  این م شهین  
 شوهآ؟(می

𝛅 a b 

𝐪𝟎 q1 q2 

𝐪𝟏 q3 q2 

𝐪𝟐 q2 q2 

𝐪𝟑 q3 q3 
 

 
  

 شوهآ رغ ه شوهآ پذیافا  می a2ف   اشا  ه یی ن  ا     جواب:
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L(M) = {a2v  | v ∈ Σ∗} 
 

  .  L پذیرنده زبان (DFA)یافتن 

 (   Peter  Linz از مسائلی)

 
    م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن مان هی   :2 مثال

L = {a, ab, aab} 
 

اا ا  ح لت پذیاش    Lی ها نآام اه اشا  ه   عضو  شهو ااا  ها ن مان هیی اااآا اآون رهک   وا ایج      پاسیخ:
 اس هیم:  می

 
 )طاح اولی ( 

 
 

ننیم  ه   مشخم هشآا اا ا  ح لت جل  هآایت میریآ  ح لا جم م اها  ل م شین ا   ست می  ی   طاح اولی 
 ( و و  هآاا  اه رن  ح لای غیاپذیاش ن  امک ن خاوا  )
 
 

 
 

(DFA  پذیاهآا L ) 

 
 

 
 

 ا  وات   ااا   وا ی  طو ی ا شآ ن  ا  ح لت پذیاش  سااسی  اا     DFA ااا  ها ن مان هیی هب یآ م شین
    استاینه یت  شوهآی  میپذیافا   ن   ی  یو و  چنین  وا ی جعآا  اشا  ه 

 
 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن   :3مثال 

L = {𝜆,  a
2, a4, a6,⋯ } 

ننیم ی  ح لت پذیاش و ی   ا  الهب   ایج   می  2ااا  رهک  ف   جعآا  هوا پذیافا  شو  ی  حل   ا  طول  
 ا  bننیم  ا  وات و و  الهب   ح لت غیاپذیاش  ا این حل    اایم سپ  اها  ل ه    یگا اا جعایف می

 شویم  واا  ح لت جل  می  bشو  پ  ا   ی رن اشا  پذیافا  همیwها نج   اشا   
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    ا شآح لت پذیاش       q0  ا یآ   DFA  جوس   λ هم هطوا ن   ا این مث ل  یآیمی ااا  پذیافا  شآن   توجه: 

λ ∈ L(M) ⇔ q0 ∈ F 

 
 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن  : 4مثال 

L = {w ∈ (a + b)
∗ |  na(w)  mod 2 = 0 } 

جعآا  ی     هم نینهاگ ا  و و  ی  عآم و و   
ج ثیا ا شآ اها  ل ه    ای  wالهب   ا پذیاش اشا   

هم ن   ا   ح لت  ها  اه  طوق  ا   وات  اا  الهب   رن 
می جعایف  الهب   شوهآح لت  ها ن  این   ا    b   ا 

 است   ج ثیاای w یت  عضویت ی  عآم عضو

 

 

 معرفی نماد: 

{a, b}∗ = (a|b)∗ = (a + b)∗ 
 

 م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن  : 5مثال 
L = {w ∈ (a + b)

∗ |  na(w)  mod 4 = 3 } 

ی  حل   ا    4ااا  هم یش ا  یم هآا ا  پیم ه   
 ا پذیاش    bس هیم  الهب   می  aا  اها  ل    4طول  

اه ها ح لت ا  هم ن    bای ج ثیا است پ  ا  اها  ل  
 گا یم   ح لت اامی 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

⤇ 
 افزو ن ح لت جل 
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 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن   :6مثال 

L = {w| na(w)− nb(w)  mod  4 = 1 } 

na(w)− nb(w)     ا     مهم است  4ا  پیم ه
خسف  هت هم    bو     aاها  ل ه    لیل جه ضلی  
ی  حل   ا  طول   4شوهآ و ااا  پیم ه  جعایف می

  س هیممی  4
 

 
 
 

 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن  : 7مثال 

L = {w| na(w)− nb(w)  mod  4 ≥ 2 } 

می  ح لاجی  ااا  اا  ا  ن  پذیاش   هیم 
na(w)− nb(w)     پیم ه ا   ی  4ا     3ی     2ااااا 

 ا شآ  

 

 
 شآهآ   هم  هت اسم می  bو     aمهم او ی  اها  ل ه      na(w)+ nb(w) ا مث ل ه    بل اگا    توجه:

 :مم شین پذیاهآا  طعی ای ایها ن  این  ااا    اگا اخواهیم

L = {w| na(w)+ nb(w)  mod  4 = 1 } 

 هت هسانآ  ح لت پذیاش ا  جو   ا   ه  هماها  ل 
 شو   شالا خواسا  شآا جعیین می
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 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن  : 8مثال 

L = {w| na(w) mod 2 = 1  and  nb(w) mod  2 = 0 }
 
  

  2ی   وا ا  طول     bو   a ها ی  اه الهب ه  ااا   
لاهم   اایم  این  واه  ا  شکل مسا ل اه هم عمل  

همنهشاینننآ می ا می  اولین  ح لتی  ها  و    a ا 
       هآاا هش ن می  b ومی همنهشای  

 
 
 
 
 

     L ااهآ م شین پذیاهآا  طعی     aab ش مل جم م اشا  ه یی است ن  هیا اشا   Lفاض ننیم ها ن     :9مثال  
 . ای ایآاا  

L = 𝐋(⅀
∗𝐚𝐚𝐛⅀∗) 

  شینم    ∗⅀aab∗⅀ا  جو   ا  عب ات منظم 
 M1  طعی  این م شین   پذیاهآا این ها ن است ام  

اه .هیست اها  ل   q0مثس  م شین    a و   اایم این 
است    اا  ا غیا طعی  غیا  طعی  ه    م شین 

   ننیم لس ت اعآ مط لع  می 

 

 
 

 M1 

   .این ها ن است   DFAی  پذیاهآا     M2 ن  م شی

ا   رن  ا   ن   ها ن  این  عضو  اشا   نوچکااین 
 است    aabاسیم ح لت پذیاش می 

 

 
 M2 
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 فصل دوم:  ماشین متناهی  

 
 (DFA)جلسه چهارم بخش دوم:     ماشین متناهی قطعی 
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 شوهآ( خام میaab )ا    ااهآ  aab پسوهآجم م اشا  ه یی است ن   مجموع     Lفاض ننیم : 10مثال 
 ای ایآ    Lی  م شین مان هی  طعی پذیاهآا ااا   

 

  aab∗⅀اشا  ه   این ها ن ا  فام   پاسخ:
غیا  طعی م شین  این  M1 هسانآ   پذیاهآا 

است   ا   ها ن  اااآا  م شین  طعی  ی فان   ااا  
مسیا  اه ح لت اولی    Lنوچکااین اشا  عضو 

می  هظا  پذیاش  ا  ح لت  س یا  ج   گیایم سپ  
 ننیم  ه  اا ا  شکل من سب جعایف میاها  ل 

 

 
 

nfa M1 

 

   پذیاهآا این ها ن است   M 2 م شین  طعی 
 

 
dfa M2 

 
 

 
= ⅀فاض ننیم   :11مثال   10و ا     رغ ه شآا   0ش مل جم م اشا  ه یی است ن  ا     Lها ن   .   {0,1} 

 اا طاح ننیآ   Lها ن    dfaپذیاهآا  شوهآ   خام می
 

 010شو   ا  ن  پذیافا  میهسانآ نوچکااین اشا     10 ∗{0,1} 0اشا  ه   موا  هظا ا  فام    پاسخ:

 خواهیم  اشت     010است  پ  ی  مسیا س  ا اآون  وا اه ح لت اولی  ا  ح لت پذیاش ا  اشا    
 اشا     1شو  اگا  ا ا ام  الهب    شو   اشا  ا  ن  پذیافا  میشاوع شو  واا  ح لت جل  می  1ا  ا   ها اشا 

 رینآ ه  ا   ست می ا  همین جاجیب س یا اها  ل هی ه  اا    0گا   و ااا  پذیاش مجآ  ا   ا شآ ا  اامی 
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dfa M  

 
 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن    :12مثال 

L = {w| na(w)+2 nb(w)  mod  3 ≥ 1 } 

 پاسخ:  

 2و    1و    0عب اجنآ اه    3پیم ه     ا  یم هآا ه  ا  
 ا مم سب ت ا      س ههآمی  3ا  طول     وای   ن   

kا     kعآ        3پیم ه    −    است  ااااا  3

2پ    ≡ یعنی   1− است  
na(w)+2 nb(w)     اna(w)− nb(w)    ااااا

ا   na(w)− nb(w)  جه ضل  پ   است    پ  
او ا  ع ب حانت     bاو ا   لو و ا  الهب       aالهب    
 ننیم  می

جوان چنین فاض نا  ن  ضایب  هم نین می
+2 nb(w)       یعنی ها الهبb    م  اا  و گ م ا

  لو ابا  ن  هایج  ا  شکل ا لا یکس ن است  

 

 
 

 
 

dfa M  
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 یک نمونه مهم   :13مثال 

 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن  
⅀ = {a, b} 

 
L = {w |  nab(w) = nba(w)} 

 
,a}و ای مجموع  الهب     پاسخ: b}     :است 

خام شو  و اگا    aشاوع شآا ا     aه  مع  ل است ا  این ن  اگا اشا  ا  ا     baه  و    abمس و  او ن جعآا   
ا  معن   افان اه   ab اشا  ا شیم و ها   bو   aمثل رن است ن   و طب   خام شو       bشاوع شآا ا      bا   

و ای جعآا  این جغییاات ااااا است  ا شآ    aا     bا  معن   افان اه  ba   ا شآ و ا لعک b ا  طب      aطب    
 یعنی اه ها طب   ا  شاوع ننیم  ا پ ی ن هیز  ا هم ن طب   ا شیم 

L = {w |  nab(w) = nba(w)} = aΣ
∗a + bΣ∗b 

 
  

 

 
 

dfa M  
 

 ماشین پذیرنده قطعی بیابید.   𝐋𝟐و   𝐋برای زبان   (PETER LINZ) :14مثال 
 

 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ  Lااا  ها ن  
⅀ = {a, b} 

 
L = {w |  nab(w) = nba(w)} 

,a}و ای مجموع  الهب     :پاسخ b}     :است 

خام شو  و اگا    aشاوع شآا ا     aه  مع  ل است ا  این ن  اگا اشا  ا  ا     baه  و    abمس و  او ن جعآا   
 خام شو       bشاوع شآا ا      bا   

  ا شآ و ا لعک  b ا  طب      aا  معن   افان اه طب      ab اشا  ا شیم و ها    bو    aمثل رن است ن   و طب    
 ba  ا  معن   افان اهb    اa     ا شآ 

 و ای جعآا  این جغییاات ااااا است یعنی اه ها طب   ا  شاوع ننیم  ا پ ی ن هیز  ا هم ن طب   ا شیم 

L = {w |  nab(w) = nba(w)} = aΣ
∗a + bΣ∗b 
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L2 = {aw1a aw2a  : v, w ∈ {a, b}∗} L = {awa : w ∈ {a, b}∗} 

 

 
 
 

dfa M  

 
 

 
 

dfa M  

 
 
  

 . م شین پذیاهآا  طعی ای ایآ   Lااا  ها ن   (PETER LINZ) :15مثال 

رمآا   1 ا رهه  ظ ها شآ اسف  ل  اعآ اه رن الهب    00هیااشا   ها  اشا  ه یی عضو این ها ن هسانآ ن : 
    ا شآ 

(L:) Every 00 is followed immediately by a 1 
 ننیم: ه  اا ن مل می : ی  طاح پ ی   اایم و سپ  اها  ل پاسخ

 
 
 

𝐝𝐟𝐚 𝐌  

 
 
 

 
 

 
 
 

 طرح اولیه
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 فصل دوم:  ماشین متناهی  

 (NFA)و غیرقطعی   (DFA) جلسه پنجم بخش یک:     ماشین متناهی قطعی 

  

-5- 
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 در ماشین قطعی ∗𝛅 نماد

ننیم ن  ا  معن    اسهههاه  ا می ∗δ  عسمت  ی اها  اه چنآ الهب هایج  اها  ل ا  مصهههاف اشههها    هم یشااا   
مصهاف شهو  سهپ     a0  مصهاف شهو  اااآا ا یآ  a0a1…amاسهت  ااا  رهک  اشها       δچنآا ا اسهاه  ا اه  

 اسآ یعنیهوات ا  س یا الهب  می

δ∗(q0 , a0a1…am) = δ
∗(δ (q0 , a0), a1…am) 

, δ (qi یعنیجعایف   λااا    DFA  ا ج اع اها  ل    λ)    جواهیم هایج  مصهاف  هها الهب  اا اا ا   میهآاایم ام

, δ∗(qi:  ا  این  هوات انویسهیم  ∗δاسهاه  ا اه    𝜆) = qi    ا    هیاا DFA   اآون مصهاف الهب ی جغییا ح لت
 م هیم ا  ی می   qi  هآ و  ااخ همی

 م  ال:   DFA   ا  ∗δه یی اه  مث ل 

δ∗(q1 , cb2ab) = q2  

δ∗(q0 ,  acba2) = q3      

 

 

 
 

 زبان منظم: 

 پذیایم:اولین جعایف اه ها ن منظم اا ا  این  وات می
𝐋(𝐌)موجود باشد که  𝐌 ماشین پذیرنده متناهی قطعی ⟺  است  منظم 𝐋زبان  = 𝐋  

 
پذیاهآا ااا  رن پیآا ننیم ا  هموه  ه یی اه    DFAان اااین ااا  اثب ت منظم او ن ی  ها ن ن فیسههت ی   

ه    ااا  پذیاهآا  ا  سمت  بل رشن  شآیم  اننون ا  م شین مان هی غیا طعی و جه وت رن ا  م شین  ها ن
 مان هی  طعی جو   ننیآ 

 
 (NFA)قطعی غیرماشین متناهی 

Mهیز ی  پنج ج یی  طعی  غیام شهین مان هی   = (Q , ⅀, δ, q0 , F)   اسهت مجموع  مان هی Q    اه ح لات
Fح لت اولی  است      q0اا  اا     ⊆ Q      است   )پذیاش(  مجموع  ح لات هه یی 
  ا  و چیز است:    DFAا    NFA  جه وت

:δج اع اها  ل   -1  Q × (⅀ ∪ {λ}) ⟶ P(Q)      عسوا اا الهب ی اااλ  شههو   ا   هیز جعایف می
  λ  اا اها  ل  ااو  این هوع اها  لqj اآون مصهاف الهب  ا  ح لت    qiعب اجی ممکن اسهت اه ح لت  

  ه میممی
:δجه اع اها ه ل   -2  Q × (⅀ ∪ {λ}) ⟶ P(Q)    اه  ها  ههت (qi, a) یه  هیامجموعه  اهQ  

,δ(qiننآ یعنی ح  ل  اا هظیا می a)    ی  چنآ ح لت ا شآ ح لتی  ی     یجواهآ جهی  می 
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 مم سب ت اهج م شآا جو   ننیآ     هیا ا (NFA)  ا م شین مان هی غیا  طعی مثال:

 

δ∗ (q3 , a) = { } 

δ∗ (q0 ,  λ) = {q0 , q3} 

δ∗ 
(q0 ,  b) = {q1 } 

δ∗ (q1 ,  a) = {q0 , q2 , q3 } 

 

 

 
aه    جواهآ ا   واتمی  a ا رخاین موا  جو   ننیآ ن  اشا    = λa = aλ = λaλ    مصاف شو 

 
 (Peter Linz) تمرین:
, δ∗ (q1ح  ل    a)  نآامست؟   ا این م شین 

 ه   جواهآ ا   واتمی  aاشا    پاسخ:

a = λa = aλ = λaλ = λm a λk 
 مصاف شو    ا هایج :

δ∗ 
(q1 ,  a) = {q0 , q2 , q3 } 

 

 
 

 :  𝐪برای حالت  λبستار  

 ا  سهااس هسهانآ اا    λف   ا  اها  ل    اآون مصهاف الهب     q اه  ا  شهاوع  مجموع  جم م ح لاجی ن  
λاین مجموع  اا ا   ه میم می    qاسا ا   − closure(q )  هیم هش ن می  

 
 مثال: 

 λ − closure(q0) = {q0 , q3 , q4 } 

λ − closure(q1) = {q1 } 
λ − closure(q2) = {q2 } 

λ − closure(q3) = {q3 , q4 } 
λ − closure(q4) = {q4 } 
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 ∗𝛅محاسبه  
(𝐪𝐢 ,  𝐛)  :با استفاده از بستار 

δ∗ (qi ,  b) = λ − closure (δ
 (λ − closure(qi ),  b)) 

 

جوضیم   اا  فامول  این  عملکا   هموا  م  ال  شکل 
ا  معن    ااا  اشان  ا     qi هآ   ااا  اشان  امی

اا اهج م   bاست  ح لا اها  ل    qiجم م ح لات اسا ا  
 هیم   ا ماحل  رخا ا یآ اه جم م ح لات ا   ست  می

 رمآا اسا ا اگیایم   

 
 

 ∗δ ا این م شین غیا طعی ح  ل     مثال:
(q0 ,  b)   اا ای ایآ 

 

, q0}مجموع     q0اسا ا  q3 , q4 }    اه است  
, q0ا      bاین ح لات ا  الهب     q2      اها  ل و و

او  هم مجموع  جو        q2و     q0 اا   ح لا اسا ا  
{q0 , q3 , q4 , q2 }      است 

  δ∗ (q0 ,  b) = {q0 , q3 , q4 , q2 } 
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 فصل دوم:ماشین متناهی 

 جلسه پنجم بخش دوم :  

 کمینه  DFA   -کاهش حالات ماشین متناهی قطعی   
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 فصل دوم:  ماشین متناهی  

 نکات تکمیلی ماشین های متناهی جلسه ششم بخش یک:    

 زبان منظم  رابطه روابط ماشین متناهی و                                       

 
 
  

 
  

-6 - 



84 

 

 

 

 
 

 و و   اا ؟ {0,1} ح لت و الهب      2ا     (DFA) چنآ پذیاهآا مان هی  طعی  سوال:
 ( 97)مهنآسی ن مپیوجا    

1) 16 
2) 26 
3) 32 
4) 64 
 

 .   میم است  4گزین   پاسخ: 

 .   2𝑛𝑛𝑛𝑚ااااا است ا :  الهب     mح لت و    nا   جعآا  م شین ه   مان هی  طعی مام یز  
 توضیح: 

,a1} الهب      mح لت و    nا     (DFA) چنآ پذیاهآا مان هی  طعیابینیم   a2, … , am}و و   اا ؟ 

,q0فاض ننیآ ح لات م شین   q1, … , qn−1    ااا  ها    هه یی ی  غیاهه یی ا شآ جواهآ  ها ح لت می   ا شنآ (
ا    a2ا  الهب    جوان اها  ل جعایف نا  ح لت می   𝑛ا    a1ح لت  و اهاخ ب(   ا ها نآام اه ح لات ا  الهب    

𝑛   و ا  همین جاجیب ااا  ها الهب     جوان اها  ل جعایف نا ح لت می𝑛    اهاخ ب  اایم 

 
2 × 2 × …× 2⏟        

 ا  جعآا  ح لات

× nm ×  nm × …  ×  nm⏟              

ح لات جعآا  ا   

= 2nnnm    

 
 

= گزین   میم  22 × 22×2 = 64 
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 (Michael sipser) مساله:

⅀ مجموع  الهب     ={0,1,2, Reset}  اا  ا هظا اگیایآ  ها نL  ه   مان هی اسههت  مجموع  جم م اشهها
ا عث  ها شآن مجموع اا  م  بل اه خو     Resetن  شالا  اخشپذیا ا شآ ا  این    3ه یش ا   ن  مجموع ا م

   هش ن  هیآ این ها ن منظم است  م شین مان هی  طعی نمین  رنی چنآ ح لت  اا ؟شو    

 

   میم است  2گزین   پاسخ: 
ا     Resetالهب       اشا  جهی ایم   هش ن  ا اR اا 

ح لت پذیاش است  الهب      q0 است پ      Lعضو ها ن  
Reset     اشا ا   اا  رن  ای یآ  ا   اشا   ها  اهاه     ا 
ننآ ان اااین اه ها ح لای ا  این الهب   جبآیل می   Lعضو 

 ا مجموع اا  م   0شویم ا م  ا  ح لت پذیاش منا ل می
همیای ح لت  جغییا  ا عث  پ   است  شو  س یا  ج ثیا 

مجموع  اسیآن ا   ه  هیز طوا  جعایف شآا ن  ا   اها  ل 
 ا  ح لت پذیاش ااگا یم   3

 

  نمین  است  dfaپذیا هیسانآ پ  این  هی  نآام اه  هت ح لات م شینی ا غ م

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    وح لت  -1 ح لت   س   -2 ح لت   چه ا  -3 ح لت   پنج  -4
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 (Michael sipser)مساله: 

𝐋زبان ⊆ {𝟎,   𝐝𝐟𝐚سیومین الفبای آنها از سیمت راسیت باشید.  1رقم شیامل تمام رشیته هایی اسیت که    ∗{𝟏

 چند حالت دارد؟   𝐋کمینه پذیرنده 

    میم است  4گزین    پاسخ:
L = {a1…an−2an−1an ∈ (0 + 1)

∗|  an−2 = 1} 
 

 هسانآ:  فام  این  ا   Lاشا  ه   عضو  

  (0 + 1) 
*1(0 + 1)(0 + 1)    

پذیاهآا ااا  این اشها  ه  طااحی    nfaجواهیم  می
  مع  ل جبآیل ننیم     dfaرن اا ا      سپ   ننیم
 

 
 

 
nfa M1 

 چنین است:  nfa اخت اها  ل  ا  

 

,q0}مجموع      q012منظوام ن اه   q1, q2}     اختی م شههین    ایناسههت  ا  جو   ا dfa   مع  ل ا   سههت

 ا شنآ ح لت پذیاش هسانآ:q3 ح لاجی ن  ش مل   ریآ می

 

 سه حالت  -1 پنج حالت -2 شش حالت -3 هشت حالت  -4
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dfa  M2 

 ؟ و   ااهآ ی  خیاو    M2 ا  پذیا  ی نمین  است؟ ا یآ ابینیم ری  ح لات ا غ م  dfaری  این  
پذیا هیسهانآ  هی کآام اه  هت ح لات  شهویم هی کآام اه  هت ح لات پذیاشی ا غ ما  نمی   ت ماو   می
ننآ  پذیا هیسهانآ   ا این  آول اشها  ا  ن  ا غ م ه پذیا   هت ح لات اا مشهخم میغیاپذیاش هیز ا غ م

 رمآا است 
 

 جفت حالت   رشته   جفت حالت   رشته 
𝟏𝟏  𝐪𝟎  𝐪𝟎𝟏   𝟎 𝐪𝟎𝟑  𝐪𝟎𝟐𝟑  
𝟎  𝐪𝟎  𝐪𝟎𝟐   𝟎𝟎 𝐪𝟎𝟑  𝐪𝟎𝟏𝟑  
𝟏 𝐪𝟎  𝐪𝟎𝟏𝟐   𝟏 𝐪𝟎𝟑  𝐪𝟎𝟏𝟐𝟑  
𝟎 𝐪𝟎𝟏  𝐪𝟎𝟐   𝟏 𝐪𝟎𝟏𝟑  𝐪𝟎𝟐𝟑  
𝟏 𝐪𝟎𝟏 𝐪𝟎𝟏𝟐   𝟏 𝐪𝟎𝟏𝟑  𝐪𝟎𝟏𝟐𝟑  
𝟏𝟏  𝐪𝟎  𝐪𝟎𝟏   𝟎 𝐪𝟎𝟑  𝐪𝟎𝟐𝟑  

 
 

ا    𝟎اسیم اه  ومی ا  مصاف  ا  ح لت پذیاش می   𝟎اا  ا هظا اگیایآ  اه اولی ا  مصاف     𝐪𝟎𝟐𝟑و     𝐪𝟎𝟑مثس   
  M2شو  ن   ا  این جوضیم ت مشخم میه پذیاهآ اسیم  پ  این  و ح لت ا غ م ح لت غیاپذیاش می 

 ح لت است     8 ااا     Lنمین  است  م شین  طعی نمین  
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 (peter linz)مساله: 

  ااا  چنآ ح لت است؟    M طعی نمین  مع  ل ا   مان هی  م شین   ا ا شآا است   Mم شین مان هی  

 
 ح لت  و -1

   ح لت  س  -2

 ح لت  چه ا -3

 ح لت  پنج -4

 
dfa  M 

 

 

   میم است  1گزین    پاسخ: 

 اسیم: و ح لت پذیاش  اایم ن  ا غ م پذیاهآ هیاا اه ها  و  رهه  ا  ها اشا  ا  ا  ح لت پذیاش می

∀w ( δ∗(q5, w) ∈F   and   δ∗(q3,  w)∈F )   
   پذیاهآ ا غ م   q5و   q3پ   

غیا  ال  سهااس هسهانآ      q2و   q4جو   ننیم ن     یپذیا  ا موا  ح لات غیا هه یی پیش اه اااسهی ا غ م
  اایم:w ااا  ها   پذیاهآ  ا غ م  q0و    q1شوهآ    پ  ا  س  گی حذف می

δ∗(q1, w)∈F ⟺  δ∗(q0, w) ∈F 

 ی  مع  ل ا  رن:  
δ∗(q1, w)∉F ⟺  δ∗(q0, w) ∉F 

 
 

 
 

 

 
 

 ح لت است:   2ا  این جوضیم ت م شین  طعی نمین ی  ااا   
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dfa  M1 
 

M1   م شههین نمین  مع  ل ا M شههو  مجموع  اشهها   اسههت  ها هی ن  جوسهه  این م شههین ه  پذیافا  می
   aاه الهب   جوان گهت این ها ن مکمل مجموع  اشها  ه ییسهت ن  ف   ااهآ  می b ه ییسهت ن  حآا ل ی 

   :شوهآجولیآ می
L(M) = L(M1) = {w|𝑛𝑏(𝑤) ≥ 1} =  {𝜆 , 𝑎,   𝑎2, … }̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅      

 
----------------------------------------------------------- 

   یادآوری:
ها ن   ااا   این  اه  = Lپیش  {w| na(w) mod 2 = 1  𝐚𝐧𝐝  nb(w) mod  2 = م شین    { 0

 :ایممان هی پذیاهآا طااحی نا ا 
 

   
ایجه   نا یم و این  واهه  اا اه  هم جانیهب نا یم  حه لا همین جکنیه     2اه  ها نهآام اه الهبه هه  یه   وا اه  طول  
 اا  ا ی  مث ل  یگا ا  ن ا اگیایم 

 
----------------------------------------------------------- 

⅀فاض ننیم    تمرین: = {a, b}    م شین مان هی  طعی پذیاهآا ها ن   ی  L  :طااحی ننیآ 
 

L = {w ∈ (a + b)∗|  na(w) mod 2 = nb(w) mod 3}    

  ننیم  مط اقس هیم ح لا رهه  اا جانیب میمی  2 وا ا  طول    aو ا  الهب      3 وا ا  طول    b  ا  الهب     پاسخ:
  هآ  می  اا هش ن  nb(w) mod 3  ا م  ومو  na(w) mod 2    نآام اه ح لات ا م اولشکلی  ا ها  



90 

 

 

 
L (M ) = L                                                

 
  این اا  م اااااهآ پ  این  و ح لتی ح لات پذیاش هسانآ 11 و   00  ح لات   ا  
 

   مثس ااا  پذیاش  این ها ن:شوهآح لات پذیاش ا  جو   ا  هی ه م  جعیین می توجه 

    L1 = {w ∈ (a + b)
∗|  na(w) mod 2 < nb(w) mod 3} 

  12 و  02   و    01ح لات  

گیایم  نه   ا رههه  عهآ  اول  میاا حه لهت پهذیاش  

  نوچکاا اه عآ   وم است

 

 

 

 

 
L(M1) =   L1 

 

 
 

M1 
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̅̅ 𝐋 پذیرنده متناهی برای  ̅: 
غیاپذیاش ا  پذیاش  ح لات  ا  غیاپذیاش و    ا  جبآیل ح لات پذیاشا شآی     Lپذیاهآا ها ن dfaی     Mاگا  

  ریآا   ست می   L̅پذیاهآا ها ن    dfaم شین  
⅀فاض ننیم  مثال: = {a, b}   و  A  شههآ ن  جعآا  جکااا ه   ا   ییه مجموع  جم م اشههاab   وba    ااااا   ا رهه
 پذیاهآا dfaپیآا ننیم   ا اخش ه   پیشین   Aااا    dfaخواهیم پذیاهآا  می   هیست

 L = {w |  nab(w) = nba(w)}   ایم:اا ی فا 
 
 

 
     L(M) = L = {w |  nab(w) = nba(w)} 

 است:    Lمکمل     Aها ن  
 

A =  L ̅̅ ̅ = {w |  nab(w) ≠ nba(w)} 
  ریآا   ست می  رنپذیاهآا    dfaپ  ا  جبآیل ح لات پذیاش ا  غیاپذیاش و ا لعک ی  

 
L( M ̅̅ ̅̅ ) =  L ̅̅ ̅ = {w |  nab(w) ≠ nba(w)} 

 
   

   



92 

 

 

 
⅀فاض ننیم   مسیاله:   = {a, b} .    مان هی  م شهین Mم شهین مان هی پذیاهآا  شهآا اسهت   ا ا   L(M) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   
  اا ای ایآ
 

 
 
 
 
 

  dfaیآ  اااآا ا مکمل گافت      nfaهمیاوان ا  ااهک ا پیشهین ی اه م شهین   م شهین  طعی هیسهت  Mپاسیخ:  

جبآیل ننیم  سهپ  ا  جغییا ح لات    dfaاا ا      Mافزو ن ح لت جل   و    ه نا ن اها  لن مل  مع  ل اا ی فت  ا   

̅̅ L(M) پذیاش ا  غیاپذیاش و ا لعک ی م شین پذیاهآا   ̅̅ ̅̅  ریآ ا   ست می   ̅̅

 

 

 

⤇ 

 
  

 
  ا این مس ل :

L(M)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {w|nb(w) = 0  or  nb(w) ≥ 2} L(M) = {w|nb(w) = 1}, 
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 فصل دوم:  ماشین متناهی 
 

 جلسه ششم بخش دو:   
 
 زبان منظم نکات تکمیلی ماشین های متناهی + ویژگی ها و روابط ماشین متناهی و 
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 (Michael sipser)مساله: 

  پذیاهآا   ا شهآ  3ی    2مضهاب  k    ن اسهت    0kفام  ا   اشها  ه    شه مل جم م    Lها ن      {0} =⅀فاض ننیم 
dfa    نمینL   چنآ ح لت  اا ؟ 

 
 

 پاسخ: 
L = {0k | k mod 2 = 0  or    k mod 3 = 0} 
   = {0k | k mod 2 = 0 }⋃{0k | k mod 3 = 0} 

 پذیاهآا س  ا است:  nfaی فان    Lا  جو   ا  فام اشا  ه   عضو  

 

 
 

 خواهیم اوش  آیآ  اا معافی ننیم مع  ل جبآیل ننیم  ام  اینج  می  dfaاا ا      nfaجواهیم  می
 ا ام ع  و ها ن منظم است:  Lها ن  

L = {0k | k mod 2 = 0}⏟            
 L1

 ⋃{0k | k mod 3 = 0}⏟            
L2

 

م شههین ه    طعی    M2و    M1ریآ   ا  سهه  گی ا   سههت می  dfaپذیاهآا    L2و  L1ه  ااا  های  اه ها ن

 :هسانآL2 و  L1 پذیاهآا  

 

 

Q1ح لات  مجموع   اا ا   M م شین  طعی   × Q2  گیایم ا هظا می  
Q1 × Q2 = {(q0, p0) , (q0, p1) , (q0, p2) , (q1, p0) , (q1, p1) , (q1, p2) } 

 شو :  ج اع اها  ل  ا چنین جعایف می

 ح لت     و  -1 ح لت   س   -2 ح لت   چه ا  -3 ح لت پنج    -4
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δ((q , p) ,  a) = (q′ , p′)    ⟺      δ1(q,  a) = q
′   and   δ2(p,  a) = p

′ 
 ننیم:ا شآ ح لات پذیاش اا ا  این  وات اهاخ ب می  L1⋃ L2    پذیاهآا    Mن ااا  رن

(q , p ) ∈ F ⟺ q ∈ F1 ⋁ p ∈ F2 

, q) ح لت p )  ن  حآا ل یکی اه موله  ه یشی ح لت پذیاش ا شآ است  ح لت پذیاش    ا  شاطی 

 

 

 

⤇ 
 

 
 

 
 

 

 
 

 توجه:

رهه   گیایم ن  ها و موله   ا شآی ح لاجی اا ح لت پذیاش می  L1⋂L2پذیاهآا     Mاگا اخواهیم    ا مس ل   بل

   ا شنآ     M2و    M1اه ح لات پذیاش م شین ه    

L1⋂L2 = {0
k | k mod 2 = 0  and    k mod 3 = 0} 

(q , p ) ∈ F   ⟺ q ∈ F1 ⋀ p ∈ F2 

 

ااا  پهذیاش   عبه اجی  مجموعه   L1⋂L2 اه  

Fح لات پذیاش اا   = F1 × F2  ننیم جعایف می 

 

 
 
 

مجموع   ا     Mا شهنآ  م شهین  L2 و  L1  طعی پذیاهآا  مان هی  م شهین ه     M2و    M1فاض ننیم توجه: 

Q1ح لات × Q2   و ج اع اها  ل δ      اا معافی نا یم 

δ((q , p) ,  a) = (δ1(q,  a) , δ2(p,  a)) 
 شو  رمآا است:و ها هی ن  جوس  رن پذیافا  می  Mم شین    (پ ی هیپذیاش )ح لات   ا این  آول اهواع  
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 تعداد حالات پایانی 𝐅 𝐋(𝐌)مجموعه حالات پایانی

F1 × F2 L1⋂L2 |F1||F2 | 

F1 × (Q2 − F2) L1 − L2 |F1||Q2 − F2| 

(Q1 − F1) × F2 L2 − L1 |Q1 − F1||F2| 

F1 × (Q2 − F2)⋃(Q1 − F1) × F2 L1 ∆ L2 |F1||Q2 − F2|+|Q1 − F1||F2| 

(F1 × Q2 )⋃ (Q1 × F2) L1⋃L2 |F1||Q2 |+| Q1||F2|− |F1||F2| 

   
 
L1 ا  پذیاهآ  M شین  اگا اخواهیم م ال:مث − L2   ا شآ ح لات پذیاش اا  F = F1 × (Q2 − F2) 

, q) حه لهتگیایم    ا هظا می   p )  حه لهت  

پذیاش    M1 ا    qاگا و جنه  اگا  پذیاش اسهههت  

 هب شآ     ذیاشپ   M2 ا  pا شآ ام   
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 ( 1404)علوم کامپیوتر 

 
   2گزین   :پاسخ 

wااا  مث ل   ه  است است  الف = ab1402    عضو  ا  طولL     است  امx = a1403w a     عضوL    هیست

 پذیاش است  اسیم ن  غیامی  q4ا  ح لت    xشو   ام  ا  مصاف اشا   پذیافا  می  q3 ا   wاشا   

 x = a1403w a = a1403ab1402a   ⤇   δ∗(q1 ,  x) = q4⤇    w = ab1402 

شوهآ  پ  ها اشا  ا   واا  می   q3ا  ح لت پذیاش   bجم م اها  ل ه      dfaاین     ا  هیاا  است است   ب 

 شو   پذیافا  می خام شو   bن  ا  
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 و زبان منظم:  𝐃𝐅𝐀 و  𝐍𝐅𝐀روابط بین 
 

 مع  ل است   DFA  ااا     اشا  ا شآ چ  هآاشا  ا شآ(   λ)چ  اها  ل    NFAها م شین   -1

2-   L  منظم است  ⟺  L    اا گااما منظم   ⟺  L    پذیاهآاDFA   اا   ⟺ L    پذیاهآاNFA  اا   

 ی منمصا ا  فا  هیسانآ  Lپذیاهآا ها ن منظم    NFAو    DFAم شین ه       -3

 ح لت است   2n ا  حآانثا    یمع  ل  DFAح لت ا شآ حام   ااا     n ااا      NFAاگا   -4

 

مع  ل    DFAجواهآ ی  ح لت اه  می    NFA  تهاهیامجموع  اه ح لا اهیم ن    ا جکمیل رخاین موا ی می

ح لت و و   اا   ااخی اه این ح لات ممکن  2n ا    ی      مع  ل  DFAی ی   رهه  ا شآ ا   ا هظا گافان جم م  

   ا ضمن اض ف   ح لت و و   اا 2n   حآانثاا     مع  ل  DFA  پ  ی   پذیا ا شنآاست   ال حذف ی  ا غ م 

  2n اه    ل ا  جعآا  ح لات ایش  مع  DFAنا ن ح لات ا  م شین مان هی ا  س  گی امک ن پذیا است پ    

 و و   اا   هیز  
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 پذیرنده آن:𝐃𝐅𝐀  روابط مهم بین زبان منظم و 

رهگ ا گااف اها  ل  اا اپذیا ی   n ا  ا  طول حآا لاشهها ا شههآ و  ت   لح  n  ا  DFAی     Mاگا   -1

  خواهآ او ه مان هی     L(M)  و  ها ن ااا   وا است  

ا  ن  پذیافا   جهی هب شآی طول نوچکااین اشا   L(M)ح لت ا شآ و    n ااا    DFA   اگا   -2

 است    nشو ی نماا اه  می

kل  حآا   DFAا شآی جعآا  ح لات    kحآا ل    L(M)ا ها ن  اگا اهآاها اشا  ه    -3 +  است    1

4- 
0اهآاها    ا حآا ل ی  اشا   ه مان هی ا شآ رهگ ا:    L(M)  ها ن  اگا ≤ |w| < n    اا ی حآا ل 

nی  اشا  ا  اهآاها   ≤ |w| < 2n     اا .    

 
 :3مثال برای توضیح مورد  

𝐋 = {𝐚𝐛𝐚𝐛, 𝐛𝟐𝐚𝟑, 𝐛𝟖, 𝐚𝟓𝐛𝟑, … } 
 

 فاقد دور یا طوق  اسیت. مسییر پذیرا این رشیته باید مسییری سیاده   4در این زبان کوچکترین رشیته به طول  
دارای 4مسییر سیاده به طول  شیود.رشیته کوچکتری نیز پذیرفته میبا حذف آن دور،  باشید در غیر این صیورت 

 وجود دارد.  𝐋پذیرنده  𝐝𝐟𝐚 حالت در 5پس حداقل   گره است. 5

 

 
 : 4تا  1در توضیح موارد  

  ا یکی اه این س  ح لت  ااا  اا :  L(M)  منظم  ها نا شآ ت   لح  n  ا  DFAی     Mفاض ننیم 

 ا  هآاا  و هی  اشا   جهی است  L(M)   حالت اول:
 است     nه   ا  طول نماا اه  ف    ااا  اشا   یمان هی است    L(M)  حالت دوم:

   اا   nا  طول ایشاا اه    و هم اشا   nا  طول نماا اه    هم اشا ی  ه مان هی است   L(M)  حالت سوم:
 

nا  اها    =  مث لی اه ها ح لت اا مش هآا ننیآ:   4
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 حالت اول

 

L(M) = { } 

 حالت دوم

 
 
 
 

 

 

L(M) = {a,  ba,  bb } 
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 حالت سوم

 

L(M) = {b3, ab2, b4, bab2 , a2b2 , a2b3, b5, … } 

 

DFA   :     λ ا - 5 ∈ L(M)⟺q0   ح لت پذیاش است 

NFA      :λ ا ∈ L(M) ⟹q0    ح لت پذیاش است 

6 - 
حه لهت اسهههت نه :   n ااا    LRنمینه     DFAحه لهت اه شهههآ    m ااا    Lنمینه     DFAاگا   

⌈logm⌉ ≤ n ≤ 2m 

معه  ل اه  ف   یه  حه لهت رغه ه و یه  حه لهت په یه هی )پهذیاش(     NFAجوان اه   اا می  NFAها    - 7
 ممکن است هاوان جعآا  ح لات پذیاش اا ا  ی  ح لت اس هآ   DFAجبآیل نا   ام   ا موا   

 
 :7توضیح مورد 
 ا شآ:  چنآ ح لت اولی  و چنآ ح لت پ ی هی  ا   ( طعی ی  غیا  طعی  )  م شین مان هی   Mفاض ننیآ  
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M 
 
  اا  جبآیل نا    ی  ح لت اولی  و ی  ح لت پ ی هی  ن     یمع  ل  NFAاا ا     M  جوانمی  λاها  ل    نم   ا 
 

 
ی  ح لت اولی   اا  ام   جنه   ن    اایم  مع  لی    DFA  ننیم   می  اا ا اا    DFAا      NFAالگوایام جبآیل  ح ل  

 ب شآ: ن هش ا  ی  ح لت ه    ال  ممکنجعآا  ح لات هه یی  

 
 

𝐃𝐅𝐀  پذیرنده𝐋𝐑 : 

. در این ماشین انتقال ها را معکوس کنیم حالت  باشد  L  پذیرنده    DFAماشین  یک    Mفرض کنید  

اگر، چند حالت  .  کنیم  تبدیلحالات اولیه  به  حالات پذیرا را   و  حالت پذیرا  به  اولیه را  

یک  به این ترتیب  دهیم.  می تعدادشان را به یک حالت کاهش    λبا انتقال  به وجود آمد  اولیه  

NFA    پذیرندهLR   الگوریتم تبدیل  حال  .  آیدبه دست میNFA     بهDFA    کنیممی   را اجرا    ،

 آید. می به دست  LRماشین قطعی پذیرنده  یک 

Lپذیرنده    Mکنید. ماشین متناهی  یک نمونه ساده را در این شکل مشاهده می = {ab,  abc}  

 ′M  اولیه به حالت پذیرا و بالعکس، بهو تبدیل حالت  انتقال ها  جهت  تغییر با   است. 

LR ی  برا یعرسیم که پذیرنده قطمی = {ba,  cba} ست. حالت تله در  اM′   به حالتی
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توانیم با تبدیل غیرقطعی به قطعی  می  تبدیل شده و قابل حذف است.  دسترس غیرقابل

DFA    پذیرندهLR  .به دست آوریم 

 
𝐌                                                                𝐌′ 
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 زبان منظم - عبارت منظم - فصل سوم:  گرامر منظم 

 
 جلسه هفتم بخش یک:     عبارات منظم 

   

-7- 
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 تعریف عبارات منظم:

 :شوهآمی  معافی    هون  س   ا   منظم  عب اات ا شآ  الهب   مجموع   ⅀فاض ننیم 

a    و ها الهب   λو  ∅ الف:   ∈  ه میم میعب ات منظم اولی   اا   ⅀

𝑟1  رهگ ا   و عب ات منظم ا شنآ  𝑟2و     𝑟1اگا  ب:  + 𝑟2    و𝑟1𝑟2     و 𝑟1
  هیز منظم هسانآ  (𝑟1)و    *

( ا   سهت  ب ف   عب ااجی منظم هسهانآ ن  اه عب اات منظم اولی  و جعآا   مان هی ا  ن ا اسهان   هون )ج: 
 رمآا ا شنآ 

⅀فاض ننیم   مثال: = {a, b, c}       :این عب اات منظم هسانآ 

(b +  λ) (a + bc)* 
a+ = aa* 
⅀2 = (a + b + c)2 

 : rبرای عبارات منظم L(r) تعریف زبان 
اه این  واعهآ اسهههاهه  ا    L(r) ااا  معافی    و و   اا    L(r) یه  هاه ن منظم    rااا  ها عبه ات منظم  

 ننیم:می

 ااا  عب اات منظم اولی :  :  الف

L(∅ ) = { } 
L(λ ) = {λ } 
L(a ) = {a } 

  ا موا  عملگاه  و پااهاز:  : ب 

L((r)) = L(r) 
L(r1 + r2) = L(r1) ∪ L(r2) 

L(r1r2) = L(r1)L(r2) 

L(r 
*) = (L(r))

 

*
 

 
 
 
 
 



107 

 

 

 
 

𝐫  زبان  𝐋(𝐫)    عبارت منظم 

∅ { } 

𝛌 {𝛌} 

𝐚 {𝐚} 

𝐚 + 𝐛 {𝐚} ∪ {𝐛} 

(𝐚 + 𝐛) {𝐚} ∪ {𝐛} 

𝐫𝟏 + 𝐫𝟐 𝐋(𝐫𝟏) ∪ 𝐋(𝐫𝟐) 

𝐫𝟏𝐫𝟐 𝐋(𝐫𝟏)𝐋(𝐫𝟐) 

(𝐫) 𝐋(𝐫 ) 

𝐫 
* (𝐋(𝐫))

 

*
 

 
 
 

 
L(a∗(b  مم سب  گ م ا  گ ممثال:  + c)) : 

 

L(a∗(b + c)) = L(a∗)L(b + c) = L(a)∗L(b + c)  

= {a}∗(L(b) ∪ L(c)) = {a}∗({b} ∪ {c})  

= {λ , a, a2, a3, … }{b, c} = {b, c, ab, ac, a2b, a2c , … } 
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 اولویت عملگرها:

 1 پااهاز

 2 اسا ا

 3 الم ق

 4  مع

 5 چپ ا  ااست
 

 

 
 (peter linz).  3-1تمرینات بخش 

 ها عبارت منظم معادل بیابید.برای این زبان 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :پاسخ

𝟒.   L = L(  a*a3 (b2)*) 
 

𝟓.   L = L( (a2)*(λ + ab) (b2)*) 
nاگا   +m   ( هوا ا شآ ی  ها و هو نآ (a2)*(λ) (b2)*ی  ها و فا هآ ) ((a2)*(ab)(b2)*)  . 

𝟔.   L1 = L(   a
*a4(λ + b + b2)) 

nشالا   ≥ mننیم  شالاای ن می *a4a  ی     a*a4  اا ا  فام     4 ≤   هآ ن  این  سمتهش ن می    2

 خواهآ او       λی    b1ی     b2ا  فام    

𝟕.   L1 ̅̅ ̅̅ = L(λ + (b + ab + a
2b + a3b + a4 a*b3) ⅀* + a4a*(λ + b + b2) ⅀+) 

 ا  فام ه    یگا  آجواهمنمصا ا  فا  هیست و  واب میمع  ل ا  ها ها ن  عب ات منظم  جو   ننیآ ن  

     هم هوشا  شو

 
 
 
 

𝟒.   L = {anbm| n ≥ 3, ا شآ   هوا  m }  

 𝟓.   L = {anbm|  هوا  ا شآ n +m } 

 𝟔.   L1 = {a
nbm| n ≥ 4, mر  ≤ 2 } 

 𝟕.    L1 ̅̅ ̅̅  
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 تمرین: 
⅀)  ه  اا انویسیآ ا  این ها ن  ت منظم مع  لاعب ا = {a, b}) 

:الف:  𝐋𝟏    مجموع  اشا  ه   ا  طول هوا 

:ب:  𝐋𝟐     3ن  طول رهه   یی  مجموع  اشا  هk +  .است   1
 

   پاسخ:

  شوهآ هم  اشا  ه   ا  طول هوا ا  نن ا هم گذاشان جعآا   لخواهی  طع  ا  طول  و جولیآ می الف: 

𝐋𝟏 = L((aa + ab + ba + bb)
*) = L ( (⅀2)

* 

)  

       شههوهآ جولیآ می  3kهم  اشهها  ه   ا  طول    سهه ا  نن ا هم گذاشههان جعآا   لخواهی  طع  ا  طول    ب:

3kه  اض ف  ننیم ج  اهآاها ش ن  ن فیست ی  حاف ا  اهاه  )ی  اااآا ( این اشا  +  شو      1

𝐋𝟐 = L((aaa + aab + abb +⋯+  bbb)∗(a + b) ) = L ( (⅀3)
*
⅀
 

) 
 
 
 

 (peter linz).  3-1منتخب تمرینات بخش 
L1ی  عب ات منظم ااا  ها ن     13 = { vwv |   w ∈ (a + b)* ,  |v| =  ای ایآ   {2

L2 ی  عب ات منظم ااا  ها ن     14 = { vwv |   w ∈ (a + b)* ,  |v| ≤  ای ایآ   {3
 

 : پاسخ
  لخواا است   w)چه ا اشا  ا  طول  و  اایم( ام     است  مان هی  vجعآا  الگوه    ها ن  این   ا  :  13
 

r1 = aa(a + b)
*aa + ab(a + b)*ab + bb(a + b)*bb + ba(a + b)* ba 

 
a)م  ش مل جم  L2 ا شآ  پ   λجواهآ   ا ح لت خ ص می vاشا      L2 ا: 14 + b)*   :است 

r2 = (a + b)
* 
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⅀)  ه  اا انویسیآ ا  این ها ن  ت منظم مع  لاعب ا   16 = {a, b, c }) 

 هسانآ   aی       ی  اشا  ه یی ن   ااا      1
 هسانآ  aاشا  ه یی ن   ااا  حآا ل ی      2
 هسانآ   aاشا  ه یی ن   ااا    ی    و     3
 هسانآ   aاشا  ه یی ن   ااا  حآانثا  و     4
  ها الهب  حآا ل یکی  اشا  ا شنآ  اشا  ه یی ن  اه   5
 هآاشا  ا شآ   a اه الهب      2ا  طول ایشاا اه   Run  اشا  ه یی ن    6
 ا شآ   3مضاب    aاه    Runطول ها   ا رهه     اشا  ه یی ن    7

 ه میم می  aاه    Runاا ی     a: ها جوالی اه الهب    توجه
  :  پاسخ
 هسانآ   aی       ی  اشا  ه یی ن   ااا      1

(b + c)*a (b + c)* 
 
 هسانآ   aاشا  ه یی ن   ااا  حآا ل ی      2

(a + b + c)*a (a + b + c)* 
 
 

 هسانآ   a و      ی  اشا  ه یی ن   ااا      3
a(b + c)* (b + c)*a (b + c)* 

 
 

 هسانآ   a و    حآانثااشا  ه یی ن   ااا      4
(b + c)*(λ + a)(b + c)*(λ + a) (b + c)* 

 
 

  ها الهب  حآا ل یکی  اشا  ا شنآ  اشا  ه یی ن  اه   5
Σ*a Σ*b Σ*c Σ* + Σ*b Σ*c Σ*a Σ* +⋯+ Σ*c Σ*a Σ*b Σ* 

 
 هآاشا  ا شآ   a اه الهب      2ا  طول ایشاا اه   Run  اشا  ه یی ن    6

(b + c + ab + ac + aab + aac)* (λ + a + aa)   
 
 

 ا شآ     3مضاب    aاه    Runطول ها   ا رهه     اشا  ه یی ن    7
(b + c + a3)* 
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   ااا  ها ها ن عب ات منظم ای ایآ17
 

  خام می شوهآ  01ا   اشا  ه یی ن    الف.
  خام همی شوهآ  01ا  اشا  ه یی ن    ب.
   ااهآ   0جعآا  هو ی  اشا  ه یی ن   ج.
   ااهآ  00حآا ل  و هیا اشا   اشا  ه یی ن   د.

 
 پاسخ:

 
0) الف. + 1)*01 

0) ب. + 1)*(00 + 01 + 11) + λ + 0 + 1  
00) ج. + 1)* 
0) د. + 1)*(000)(0 + 1)* + (0 + 1)* 00 (0 + 1)*00 (0 + 1)* 

 
 
 تکمیلی()

L (aa∗(aپذیاهآا ااا  ها ن     nfaی        26 + b))     ای ایآ 

 
  هیم:اا اهج م می   nfaا  جو   ا  عب ات منظم  ا ا شآا طااحی  پاسخ: 
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 ویژگی های عبارات منظم:

  و اشا   لخواا هسانآ   𝑦و    𝑥 ا این اواا   
 

(𝑥 + 𝑦)* = (𝑥* + 𝑦)
*
= (𝑥* + 𝑦*)

*
= 

(𝑥*𝑦*)
*
= (𝑦*𝑥*)

*
= (𝑥*𝑦*)

+
= (𝑦*𝑥*)

+
 

1 

(𝑥 + 𝑦)* = 𝑥*(𝑦 𝑥*)
*
= 𝑦*(𝑥 𝑦*)

*
 

2 

(𝑥 + 𝑦)* = (𝑥*𝑦)
*
+ (𝑦*𝑥 )

*
 

3 

𝑥*𝑦* ∩ 𝑦*𝑥* = 𝑥* ∪ 𝑦∗ 4 

(𝑥*)
R
= (𝑥R)

*
 

5 

(𝑥*)
+
= (𝑥*)

*
= 𝑥*𝑥*𝑥* 

6 

  ,        (𝑥𝑦𝑧)* ≠ 𝑥*𝑦*𝑧*        (𝑥𝑥𝑥)* ≠ 𝑥*𝑥*𝑥* 7 

 
 

 این عبارت منظم را ساده کنید:تمرین:  

𝒙*𝒚*(𝒙 + 𝒚)* 𝒙*𝒚* =  ? 
λ (𝑥 یب   جانیپاسیخ:   + 𝑦)* λ  جم م جانیب ت  لخواا اه    ا هایج شهو هیز ا  این عب ات منظم جولیآ می𝑥  

 شوهآ جولیآ می  𝑦و  
𝑥*𝑦*(𝑥 + 𝑦)* 𝑥*𝑦* =  (𝑥 + 𝑦)* 
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 (1400مساله: )علوم کامپیوتر 
 ها ن عب ات منظم هیا ا شآ:  Lفاض ننیم . 91

R = (0 + 1)*0 ((0 + 1)(0 + 1)(0 + 1))
*
0(0 + 1)*  

wعب ات    xا  اها  نآام م آاا ااا    = 0101111 ×  گیا ؟   ااا می   L ا    0

 1و    0هی کآام اه   (4  1ف     (3 1و    0ها و    (2 0ف     (1
 

 (  میم است 1)گزین   :پاسخ

   اه یکآیگا و و   اا :  3k و الهب    ها ا  ف  ل     L(R)  عضو    اشا  ه   هم  ا  

R = (0 + 1)*0 ((0 + 1)(0 + 1)(0 + 1))
*
0(0 + 1)* 

x ااا  = w اایم   0 =  است     L(R)اه یکآیگا  اا  پ  عضو    6ن   و  ها ا  ف  ل      010111100

x ااا  = w اایم   1 =  ن  شالا عضویت اا هآاا       010111110

 
 

 (1399مساله: )مهندسی کامپیوتر 
L1  ه  ها ن  -51 = ϕ  و  L2 = {a}   پ سااا  ا هظا اگیایآ L1L2

∗ ∪ L1
∗  ااااا ا  نآام موا  است؟   

1) Φ 2) 𝑎* 3) {ε} 4) {ε, a} 
 

 (  میم است 3)گزین    پاسخ:

εهموااا  ی  روا  ننیم ن   ∈ L*     :است و ااا  ها ن جهی  اایمϕ* = {ε}      
 

  L1
∗ = ϕ* = {ε}   

L2
∗ = {a}*={ε, a, a2, … } 

L1L2
∗ = ϕ{a}* = ϕ  

L1L2
∗ ∪ L1

∗ = ϕ ∪ {ε} = {ε} 
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 زبان منظم - عبارت منظم - فصل سوم:  گرامر منظم 

 

 و ماشین متناهی عبارات منظم  رابطه  :     شتمجلسه ه

 
 
 
 

  
 
 
  
  

 
  

-8- 
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 حل چند تمرین و تست 
 

 (1399)مهندسی کامپیوتر 
= L  ها ن  - {ab, aa, baa}     اا  ا هظا اگیایآ  نآام اشا  ه   اL 

 و و   ااهآ؟     ∗
   abaabaaabaaالف:  

     aaaabaaaaب:  

 baaaaabaaaabج:  

    baaaaabaaد:
 بیای   (8 الفیای   (7 الفیبی   (6 الفیبیا  (5

 
 (  میم است  2 گزین  ) پاسخ:

,abا   ز )ا( س یا اشا  ه  ا  الم ق اشا  ه     aa, ba   ب جولیآهآ  : 
 

   abaabaaabaaالف   
 aaaabaaaaب      

 baaaaabaaaabج        

   baaaaabaa     د

 

 
 تمرین: 

 نآام است؟   ذیلعب ات منظم مع  ل ا  مجموع   

.   L = {anbm|  هوا  ا شآ n +m } 

1) a∗(ab)b∗ 2) (aa)∗(ε + ab)(bb)∗ 

3) (aa + bb)∗(ε + ab)  4) (aa)∗(ab)(bb)∗ 
      

  
 (  میم است  2 گزین  ) پاسخ:

n ااا  رهک    +m هوا ا شآ ا یآ ها و هوا ا شنآ ی  ها و فا  ا شنآ  

(a2)*(ε)(b2)* + (a2)*(ab)(b2)* = (a2)*(ε + ab)(b2)* 
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 (85مساله: )مهندسی کامپیوتر 

 ؟ننآها ن هیا اا جو یف میعب ات منظم  نآام  
  L = {anb3mc2k|  m,n, k ≥ 1 } 

      
1) a∗ (bbb)∗

 (cc)∗ 2) a∗b∗b∗b∗c∗c∗  
3) a a∗(bbb)∗bbb (cc)∗cc  4) aa∗bbbb∗b∗b∗ccc∗c∗ 

  
 

 (  میم است  3 گزین  ) پاسخ:

,m,n   اگا k ≥ ,m,nاه  جو ه  شهههالا    امه او     *a*(b3)*(c2)او ههآ  واب اه  فام 0 k ≥    واب    1

aa*(b3)*b3(c2)*c2      است 

 
 
 

 (1403مساله: )علوم کامپیوتر 
r عب ات منظم  ها ن  L اگا =  (0 + αا شآ و     *1 *(10 =   و     1001010110111

β =  ؟نآام موا   است است   0101000110011
      

1) α ∈ L, β ∈ L 2) α ∉ L, β ∈ L 
3) α ∈ L, β ∉ L 4) α ∉ L, β ∉ L 

  
 

 (  میم است  4 گزین  ) پاسخ:

ماوالی  اشهایم    1ماوالی هیسهانآ پ  ها گ ا  و ا م  1 ااا  اا  م   *(10+ 0)اشها  ه   جولیآ شهآا جوسه   
 ا β و   α اهایج  هی کآام اه اشا  ه    جولیآ شآا ا شنآ     *1 ا شنآ یعنی جوس   1ا یآ ج  اهاه  هم  اا  م  

 L ااا هآااهآ  

α =1010010 11 0111 
β =0010100 11 0011 
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 (1402مهندسی کامپیوتر مساله: )

L1 اگا = L(0
*1*) ⊆ L2 اگا    و*{0,1} = {w1w2 |w2w1 ∈ L1 }    رهگ اL2   ی  اه  ا  وسیل  نآام

 شو ؟  هیا جعایف می  (regular expression)عب اات منظم  

1) 0*1*0* +  1* 0*1* 2) 1*0* + 0*1* 
3) 0*1*0* 4)  1* 0*1* 

 
 

 ( صحیح است. 1 گزینه ) پاسخ:
L1 کلی رشاااتاه هاای فرم   = L(0

این را در نظر بگیریم.   00000111111دانیم.مثلا رشاااتاه را می (*1*
 تواند تفکیک شود:میفرم ها به این رشته 

 
 

w2w1 = 000⏟
w2

00111111⏟      
w1

 ⇒      w1w2 = 00111111⏟      
w1

000⏟
w2

 

w2w1 =  00000⏟  
w2

111111⏟    
w1

 ⇒      w1w2 = 111111⏟    
w1

00000⏟  
w2

  

w2w1 = 0000011⏟      
w2

1111⏟  
w1

  ⇒     w1w2 = 1111⏟  
w1

0000011⏟      
w2

   

 
 رشته هایی با این فرم دارد:   L2 پس 

      L2 = L(0
*1*0* + 1*0* + 1*0*1*)  

 است. پس: *1*0*1حالت خاصی از   *0*1اما 
   L2 = L(0

*1* 0* + 1*0* 1*) 
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 قضیه: 

 منظم است اگا و جنه  اگا ها ن جولیآ شآا جوس  ی  عب ات منظم ا شآ   Lها ن  

 شویم  و حکم هیا اا اااهآ:   ا وا ع  ا ا ام   اس ماو   می

. اا  و و   اا  ن     Mم شین مان هی    rااا  ها عب ات منظم  الف:  L(M) = L(r) 

. اا  و و   اا  ن     rعب ات منظم    Mااا  ها م شین مان هی  ب:     L(M) = L(r) 

 ننیم (ااا  این م شین اساه  ا می  M(r))گ ا اه عسمت  

 
 هر عبارت منظم دارای یک ماشین متناهی معادل است: 

,ϕ اه عب اات منظم اولی  رغ ه ننیم  ااا    λ, a , b   م شهینnfa  ا  عسوا   ریآ ا  س  گی ا   ست می پذیاهآ
 :ایمپذیاهآا اا هم هش ن  ا ا  dfaم   
 

𝐝𝐟𝐚 𝐧𝐟𝐚  

  
𝛟 

 

 

 𝛌 

 

 

 
 

𝐚 

 

 𝐛 

 است     aمش ا  پذیاهآا    bم شین پذیاهآا  
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aم شین ه   پذیاهآا     bو    a  پذیاهآا  nfaا   اشان  ح لا   + b ,  ab , a*   ننیم اا طااحی می 

   
𝐧𝐟𝐚  

 

𝐚 + 𝐛 

 

 

 

𝐚𝐛 

 

 

 
 

𝐚* 

 
 حالت کلی:

 :م شین پذیاهآا مان هی  اشا  ا شیم  r2و    r1  منظم  ا  عب ااتفاض ننیم اا
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 ا  این  وات   ال اسم است:ااا   معی الم قی اسا ا رهه   اننون م شین مان هی پذیاهآا  

 
 
𝐫𝟏برای    + 𝐫𝟐 : 

 
 
 

 
 
 
 
 : 𝐫𝟏𝐫𝟐برای   

 
 
 
 

 
 
 
𝐫𝟏برای   

* : 
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  (peter linz)  3.2بخش  3تمرین 

L ((a   پذیاهآا ااا  ها ن   nfaی   - + b)*b (a + bb)*)      طااحی ننیآ 

 
 پاسخ: 

 اسیم:  عب اات ا  این طاح می  اینا  جانیب م شین ه   پذیاهآا  
 

 
 

L ((a  ااا   nfa  جا م شینطااحی س  ا جا شو     جواهآ س  ا البا  این م شین می + b)* b (a + bb)∗)   
 چنین است: 

 

 
 

 به عبارت منظم: 𝐧𝐟𝐚تبدیل 

  اا  ی فان عب ات منظم مع  لا   " (Generalized Transition Graphs)"    ی فا  اه گااف اها  ل جعمیم
  ننیما  م شین مان هی اساه  ا می

ی ها ی ل هش ن  GTG  ام   ا   او   λاها  ل  ی  الهب  ی   اها  ل ا   ی ها ی ل هش ن  هنآا   ل س  ا ا گااف اها   
اگا چنآ  ااا  شاوع ن ا ا  جعآا  ح لات پذیاش م شین جو   ننیم است ی  عب ات منظم   هنآا ی  اشا   
ی  ااا هم ن است ن    هیمرهه  اا ا  ی  ح لت ن هش    λا  اها  ل    جواهیم   اشا  ا شآمی ح لت پذیاش  

 مس ل  اا هاا ا ااا  یکی اه ح لات پذیاش حل ننیم و سپ  عب اات ا   ست رمآا اا  مع ننیم  
و ا  حذف ها ح لتی اها  ل ه یی ن  ا  واسط  رن  ننیم  شاوع ا  حذف ح لت ه   می هی می   ا ها  وات

اسیم ن  عب ات  هویسیم ا  ا ام  این ن ا ا  مگااف س  ا ا  می ح لت   ال اهج م او  اا او  ی ل مااوط  می
 منظم مااولا ا  رن ن مس واضم ا شآ  ا  جماین هیا جو   ننیآ 
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 ؟استنآام عب ات منظم  مع  ل    L(M) ا ا شآا است ها ن    Mم شین مان هی   -تمرین

 
 

1  )1*01* 2  )(0 + 1)*0*11* 

3  )(0 + 01)*0* 4  )1*01* + 010  

 
 (  میم است 1)گزین    اسخ:پ

 
 جوان این مشکل اا حل نا  ا   و اوش می   و ح لت پذیاش  اا    Mم شین  ننیم   میح لات اا ه مگذاا   

 

 
 

ه  اا  هاا ا ف   یکی اه رهه  اا پذیاش  ا هظا اگیایم و مسهه ل  اا ااا  رن حل ننیم سههپ   واب روا اول:
r) مع ننیم:   = r1 + r2)     

 ااا  روا ن ها  و  رهه   ا  ی  ح لت پذیاش اساه  ا ننیم   𝜆اه اها  ل   :دومروا 
 گیریم: ما  روا دوم را به کار می  

 

 



123 

 

 

 
 
 
 

اهج م    q2    ل ه یی ن  ا  واسط ااه  نا ا وحذف  اا      q2شاوع ا  حذف ح لات می هی ننیم  اااآا  ح لا  

جبآیل ا  ی ل مسا یم اه  (    0λمصاف  )  q0q2qF هیم  مسیا شآ ا   وات ی  ی ل مسا یم هم یش  می

q0    اqF  مسیا    شو  میq0q2q1  (  01مصاف    )  جبآیل ا  ی ل مسا یم اهq0    اq1  مسیا  شو  می

q1q2qF  (    1مصافλ    )  جبآیل ا  ی ل مسا یم اهq1    اqF  مسیا  شو    میq1q2q1  (    11مصاف    )

 شو   می  q1ا    q1جبآیل ا  طوق اه  

 

 

 

 

⇒ 

 
 

0λ) البا    = 1λو   0 = 0ی  ی ل ا  مجموع    q1ا    q0(   ا       و ی ل اه    1 + اا  ا هظا   01
1ی  ی ل ا  مجموع    qFا    q1ا       و ی ل اه   گیایم می + λ   گیایم   ا هظا می اا 

 ننیم:اا حذف می   q1اننون  

 

 

 

⇒  

ا    q0او     1گیایم  ا ضمن طوق  اا  ا هظا می ی  ی ل ا  مجموع عب اات    qFا    q0ا       و ی ل اه  

 اسیم: ا هه یت ا  این عب ات منظم می شو  هوشا  می  *1 وات  

 

rعب ات منظم مع  ل ا  این م شهههین   =   1
* (0 + (0 + 01 )(11)*(1 + λ))   اسهههت ا  نمی   ت

1)*(11)  ااا  شههاوعی ا   عب ات اا سهه  ا ننیمجواهیم این  می + λ)      (11)  ت ننیآ*(λ)     یعنی جعآا

 است:    1 پ  مجموع رهه  ا  معن   جعآا   لخواهی    1یعنی جعآا  فا      (1)*(11)و     1هو ی  
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(11)*(1 + λ) = 1* 

rج  اینج    = 1*(0 + (0 + 0)اینیم ن   است  ا  س  گی می   (*1( 01 +   *1 0مع  ل ا      *1( 01

rاست پ    = 1*(0 + هسانآ پ  مجموع رهه  )ا ام ع    *01*1هیامجموع      0*1اشا  ه       (  ∗1 0

 است:   *01*1رهه ( هم ن  

𝒓 =   1
* (0 + (0 + 01 )(11)*(1 + λ)) 

= 1*(0 + (0 + 01 )1*) 
= 1*(0 + 01*) 
= 1*01* 

 :راه حل کوتاهتر

شهو   واا  ح لات پذیاش می  0اولین الهب    م هآ  ا    ا ح لت اولی  ا  ی می  1ها جعآا  الهب    این م شهین ا   

  *01*1 اا   ان اااین عب ات منظم رن  م شههین اا  ا پذیاش هگ  می1 و پ  اه رن ها جعآا   لخواا الهب    

 است 

 
 

 (peter linz)  3.2بخش  8تمرین 

 را بیابید.  L(M) عبارت منظم معادل با   -
 

 
 

 پاسخ: 
 شو  می  q2ا    q2جبآیل ا  طوق اه  (    bbمصاف    )  q2q4q2مسیا    ننیم  اا حذف می q4اااآا 
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   شو  می q2ا     q1اه   ab   جبآیل ا  ی ل مسا یم    q1q3q2حذف ننیم  مسیا  اا    q3  ح لا  

a)   جبآیل ا  ی ل مسهها یم   q0q1q2حذف ننیم  مسههیا  اا    q1ح لا    + b)ab   اهq0     اq2 شههو  می  
  bbیعنی این عب ات منظم ا  عب ات منظم   شهههو می  q2ا    q2اه    λabجبآیل ا  طوق   q2q1q2مسهههیا  
 شو  اض ف  می
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a*(a اااهآا اه  اشهههاه  + b)ab   سهههپ  اه  اشهههاه  هه  شهههویم   واا  حه لهت پهذیاش می  bb     یهab     یه
aa*(a + b) ab   افت و ااگشت ا  پذیاش اا  اایم 

r =  a*(a + b) ab (bb + ab + aa*(a + b) ab)
*
 

سهایعاا اه ی فان گزین     رهمون معمولا ا  گزین  ه   غل     این مبمثی  ا   پ سها  ا ن ا  سهوالات ا   توجه: 
  میم است   

 

 ؟مع  ل استا  نآام عب ات منظم    L(M)ها ن    ا ا شآا است     Mم شین مان هی  -تست

1) 0 + (00 + 1 + 11)0* 2) 0 + (00 + 1 + 11)0* 

3) (00 + 1 + 11)0* 4) 0 + (00 + 1 + 11)00* 

 

 
 

 4گزین    :پاسخ

شهو  رخاین الهب یش حام   هها او ا  پ   ا گزین   همیم ا یآ   ا این م شهین ها اشها  ا  ن  پذیافا  می
 ننآ این اا جضمین می  4اشا  ه  ا   ها خام شآا ا شنآ ف   گزین   هم  

 
 
 

 1402مهندسی کامپیوتر 

 
 
 

  میم است   4گزین   پاسخ:

گزین  ه  اه مجموع چنآ عب ات منظم جشههکیل شههآا اهآ ن  پذیاش ی  عآم پذیاش های  اا  ا این  آول  
 ایم:  اااسی نا ا
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  L(M)پذیاش ی  عآم پذیاش  ا   جولیآ شآا اشا    عب ات منظم 

(00)*ε(11)* 0 ال  ا  شاوع اه   هوا 1هوا q1  شو  پذیافا  می 

 هوا 1فا  0 *(11)0*(00)
 

 شو  پذیافا  می  q0 ال  ا  شاوع اه  

 شو  پذیافا  می  q0 ال  ا  شاوع اه   فا  1هوا 0 *(11)1*(00)

 شو  پذیافا  می  q1 ال  ا  شاوع اه   فا  1فا  0 *(11)01*(00)

 
 اوا ع گزین   اسهت     4گیاهآ پ  پ سها  همیم گزین  اینیم ن  ها چه ا هوع اشها  موا  پذیاش  ااا میمی
 است:  *1*0ش مل جم م اشا  ه   ا  فام    4

(00)*(𝜀 + 0 + 1 + 01) (11)* =  0*1* 
 
 

ا   جواهآ ا  هوشههان عب ات منظم مع  ل  میهیا  ه   مان هی اسههاه  ا اه ااوش   ا اسههی ا  اه م شههین توجه:
اا ن  ا  رن  ااا  اولین ا ا  ا  ح لت   𝑟0ح لت پذیاش ا شهآ اااآا اشها     qFفاض ننیآ     نم  ننآم شهین  

اسیم پیآا ننیم  ح لا جم م ح لات افت و ااگشت ا  ح لت پذیاش اا  ا هظا اگیایآ اگا ا  عب اات  پذیاش می
𝑟1    و𝑟2   شو ی عب ات منظم مع  ل ا  م شین ا  فام  افت و ااگشت ا  اهج م می𝑟0(𝑟1 + 𝑟2)

 است    ∗
 

 مثال:
 اا ای ایآ   Mمنظم مع  ل ا   عب ات  

 
 

شویم  اننون ا  اشا   واا  میح لت پذیاش  ااا  اولین ا ا ا     b*a2 ا  عب ات  ی  استح لت پذیاش    q2 ف    
 عب ات منظم مع  ل ا  م شین ا  این فام است   شو  اهج م می     q2افت و ااگشت ا     a2a*bو    baه    

r =  b*a2 (ba + a2a*b)
*
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 زبان منظم -عبارت منظم -گرامر منظم فصل سوم:  

 رابطه گرامر منظم و ماشین متناهی   :  جلسه هشتم بخش دوم
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  (regular grammar)گرامر منظم 

 این فام ا شنآ:جولیآ ا    واعآ     ااست گها  می شو  ن  هم  خطی G گااما

A → xB           (x ∈ T∗)  
 A → x 

 این فام ا شنآ:جولیآ ا    واعآ     گها  می شو  ن  هم چپ     خطی G گااما
→ Bx            (x ∈ T∗) A 

 A → x 
 گوییم گرامر منظم گااما خطی ااست ی  خطی چپ اا  

 
 مثال: 

 آ:جو   ننی  G2  و  G1   ه گااماا   

G2: 
S → Aab  
A → Aab |B 
B → a 

 

G1: 
S → abS | a 

 

G1    وG2    ها  و منظم هسانآG1     خطی ااست وG2   خطی چپ است 

L(G2) = L(aab (ab)*)  =  L(a (ab)+)  L(G1) =  L((ab)
*a) 

 
 مثال: 

 چون ااخی  واعآش خطی ااست و ااخی خطی چپ هسانآ خطی است ام  منظم هیست G3    اگاام

L(G3) = {anbn | n ≥ 0} 
 

G3: 
S → A  
A → aB |λ 
B → Ab 

 
 

 توجه: 

  منظم است   L(G )منظم ا شآی  ها ن  Gا  گاام  اگا

 ممکن است منظم ا شآ ی  هب شآ     L(G )ه منظم ا شآی  ها ن    Gا  گاام  اگا
L(G ) ن      اا و و      ′Gگااما منظم  منظم ا شآ      L(G )اگا   = L(G′ )  

 هم ه منظم است پ  این گاامای مع  ل منظم هآاا    L(G3)ه منظم است و ها ن    G3    ا مث ل فوق

 
 هر زبان منظم گرامر خطی راست دارد. قضیه:

  اهیم ن :می اثبات:
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Lو و   اشا  ا شآ ن     M طعی    م شین مان هی⇔ منظم است    𝐿ها ن   = L(M )  
 

و و   اا  ن :    Gگااما خطی ااسهههت  ی    Mن فیسهههت هشههه ن  هیم ااا  ها م شهههین مان هی  طعی   پ 
L(G ) = L(M )  

 
  ا ح ی ت  ا ا ام   اس خواهیم  یآ ن  این جبآیست   ال اهج م است:

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : dfa ل معادگرامر خطی راست یافتن 

مط اق  آول هیا اها  له  و ح لات م شین  طعی ا     مع  ل  اا گااما خطی ااست  ی      dfaها م شین  
 شوهآ:  واعآ جولیآ گااما خطی ااست جبآیل می

 

 متغیرها و قواعد گرامر خطی راست  𝐝𝐟𝐚 حالات و انتقالات ماشین

   S   ماغیا رغ ه گااما 

 A → aB 

 

A → aA 

 
B → λ 

 
 م شین مان هی اا انویسیآ  این  گااما خطی ااست مع  ل ا   مثال: 

 
 است پ  گااما مع  ل رن چنین است:  dfaم شین  این    :پاسخ

G:     

 گرامر خطی راست

dfa 

چپ گرامر خطی   
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 S → bS | aA   
A → aA | bS| λ    

 
 

ی م شین پذیاهآا  است  aab هیا اشا   ه    ااا ش مل جم م اشا   ن    L ا  لس ت پیشین ااا  ها ن    مثال:
dfa  ا  جو   ا  این م شینی ی  گااما منظم ااا  این ها ن پیآا ننیآ یم ا ی فا 
 

 

 
 

L = L(M) = ⅀
∗aab⅀∗ 

 
 ا گااما رغ ه   Sاولی  است پ  ا  ماغیا   S  ح لت  است G  ال جبآیل ا  گااما خطی ااست    dfaاین  پاسخ:
ح لت پذیاش است پ  اها  ل     Fننیم  ح لت  ننیم  ها اها  ل اا مط اق الگو ا  ی    عآا جولیآ جبآیل میمی

F → λ     اا ا  گااما اض ف  ننیم 
 

G:  
 S → bS| aA 
A → aB| bS  
 B → aB| bF 
 F → aF|bF|λ 
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 گرامر خطی راست:ماشین متناهی معادل با یافتن  
گااما خطی ااست هیز ا  م شین مان هی    ا  گااما خطی ااست   ال جبآیل است   dfaم شین  هم هطوا ن   

nfa    وdfa  هآ   شو    آول هیا ا  شکل ن ملاا   زئی ت این ن ا اا هش ن میجبآیل می  
 

 خطی راست گرامر  توضیحات  ماشین متناهی 

    S   ماغیا رغ ه گااما 

  A → aB 

 

 A → aA 

 
 B → λ 

 

A → aX 
 X → bY 
Y → aB 

A → abaB 

 

 A → aZ    
Z → λ   

A → a 
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L(G)اا پیآا ننیآ ن    Mم شین مان هی   ا ا شآا است   Gگااما  : مثال = L(M)    ا شآ 

 
G: 
S → abA 
A → baB 
B → aA| bb 

 ننیم  جبآیل    ′Gجواهیم اااآا گااما اا ا  گااما مع  ل  می   پاسخ:
G′: 
S → aX  
X → bA  
A → bY 
Y →  aB 
B → aA| bZ 
Z →  bT  
T →  λ  

 
Sشو     عآا  ا  ح لت اولی  م شین جبآیل می   S ماغیا رغ ه → aX    ا  اها  لδ(S , a) = X    جبآیل

Tاشا  ق     T  هیم و  ا هه یت چون ماغیاشو  ا  همین جاجیب ا ام  می می →  λ   اا  پ  ح لت T  
 ح لت پذیاش )هه یی( است   

 
M: 

 مع  ل هسانآ:   M  مان هی غیا طعی  و م شین'G وG    گااما ه  

L(G) = L(G') = L(M) = {ab (baa)nbabb | n ≥ 0} 

    

  nfa  م شین ا   ست رمآا ممکن است  ننیم  میگااما خطی ااست اا ا  م شین مان هی جبآیل   و ای :توجه  
  مع  ل جبآیل ننیم dfa   جواهیم رن اا ا ا شآ  سپ  می 

 
 هر گرامر خطی چپ یک گرامر معادل خطی راست دارد.   قضیه:

 
خطی ااست است  پ  ی    ااا  گااما مع  ل    dfaاین   اا    dfaپذیاهآا    پ   منظم است  L(G) اثبات: 

 و و   اا    Gگااما خطی ااست مع  ل ا   
 
 



134 

 

 

 

 

 

ریآ  ا   ست می  Ĝگااما  یجولیآی وااون اگیایم اه هم   واعآاگا   ا شآ  گااما خطی چپ  Gفاض ننیم  توجه:

 است:     L(G)Rن  خطی ااست است و ها ن جولیآ شآا جوس  رن  

  L(Ĝ) = L(G)R 
 

G:̂   G: 

A → xRB  A → Bx 

A → xR  A → x 

 
ریآ  ا  ا   ست می  Ĝوااون اگیایمی گااما    رن  جو   ننیآ  هنگ می ن  اه  واعآ جولیآ  Gا  گااما  : مثال

   است    L(G)وااون ها ن      L(Ĝ) وضوح ها ن  

Ĝ : 

S → baS|A 
A → cA |c 

 

G : 

S → Sab|A 
A → Ac |c 

 
 

L(Ĝ) = {(ba)m+1cn| n ≥ 0} L(G) = {cn (ab)m+1| n ≥ 0} 
 
L(Ĝ)   اینیم ن :می = L(G)R     

 

   ننیماسم میاا    L(  Ĝ) و  L(G)م شین ه   مان هی پذیاهآا    ا  عنوان جماین ا ا ام  مث ل  بل    تمرین:

Ĝ   ننیم:گااما خطی ااست است اااآا  واعآ جولیآ رن اا ا  این  وات ا ههویسی می 

Ĝ: 
S → bX |λA 
X → aS         
A → cA |cF  
F → λ                  
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 م شین مان هی مع  ل ا  این گااما اا اسم ننیم: 

 

 هیم  جشخیم می  L(G)یاااآا اشا  ه   عضو    G  چپااا  ی فان م شین مان هی مع  ل ا  گااما خطی  
 ننیم میطااحی  

G : 

S → Sab|A      
A → Ac |c 

 چنین است:     L(G)عب ات منظم مع  ل ا   

r = c∗ab (ab)∗ = c∗ (ab)+ 
 

 ننیم: م شین مان هی پذیاهآا این عب ات اا اسم می
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Gگااما  مسیاله:   = ({0,1},  {S, A, B, C},  S, P)   ا ا شههآا اسههت  نآام م شههین مان هی هیا پذیاهآا 
L(G )  ؟  است 

 
G: 
S → A| B|𝜆 
A → 1A|1 
B → 1C| 0A|1B|1 
C → 1B| 0C|0|1 

1)  

 

2)  

 
3)       

 

4)  

        
 
 

  میم است  2گزین    پاسخ:

 ااخی اشا  ه   جولیآ شآا جوس  گااما این ه  هسانآ 

𝜆  
11*  
011* 

11*  011* 



137 

 

 

100*1 
  است است   2ا یآ پذیافا  شوهآ پ  گزین      111و    1000001و    λااا  مث ل  
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 های منظمفصل چهارم:  ویژگیهای بستاری زبان

 جلسه نهم بخش یک:  ویژگی های بستاری زبان منظم 

 
 
 

 قضیه: 

 ه  منظم هسانآ:منظم ا شنآ رهگ ا این ها ن  L2و    L1اگا  

L1 ∪ L2 ,   L1 ∩ L2,   L1 − L2 ,  L1̅̅ ̅̅ = L1
C , L1L2 , L1

n  , L1
*  , L1

R , h(L1) 

 
 ه   منظم جمت ا ام عی اشاااکی جه ضلی مکملی الم قی اسا ای وااون و همایخای اسا  هسانآ ها ن 

  هیم  ا ا ام  این مواا  اا جوضیم می

 
  (peter linz)  1.4بخش  26تمرین 

 اا  اایم     G2و    G1گااما ه   منظم  
G2: 
S2 → bA 
A →  aS2|a 

G1: 
S1 → aS1 | bA| λ  
A →  bA| ba  

 جواهیآ گااما منظم ااا  رهه  ااائ   هیآ؟ری  می   ااائ   هیآاین س  ها ن  ااا  جولیآ این  ه یی  گااما

 
L(G1) الف: ∪ L(G2)   

 L(G1)L(G2)    ب:

L(G1)     ج:
* 
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  : L   پیشوهآه    پذیاهآا  و م شین مان هی  Lم شین مان هی پذیاهآا   ها ن  مثال: 
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 های منظمفصل چهارم:  ویژگیهای بستاری زبان
 

 جلسه نهم بخش دو:  خارج قسمت راست و چپ
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 های منظمفصل چهارم:  ویژگیهای بستاری زبان
 

 جلسه دهم بخش یک:  تکمیل بحث خارج قسمت + همریختی
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 های منظم فصل چهارم:  ویژگیهای بستاری زبان 

 جلسه دهم بخش دو: 

 شرط کافی برای نامنظم بودن  -لم تزریق زبان های منظم  
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 های مستقل از متن فصل پنجم:  زبان 
 

 درخت اشتقاق  –جلسه یازدهم بخش یک:  گرامر های مستقل از متن  
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